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RESUMO

O surgimento d&€onsumpition Capital Asset Pricin Mod€-CAPM) se deu da proposicao
dos trabalhos iniciais de Merton (1973) e de Breed®79) que tinham como objetivo
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universalizar o model@apital Asset Pricin Mod€lICAPM) desenvolvido por Sharpe (1964)
e Lintner (1965) na contextualizacao intertempd@abbjetivo deste artigo foi fornecer um
embasamento tedrico para estudar a precificaca@tilass por meio do C-CAPM. Para o
desenvolvimento da teoria, em vez de consideratmomodelo de generalidade completa é
necessario inicialmente estabelecer alguma linotaB@ara o desenvolvimento do modelo
considera-se que todos os consumidores séo idémiccomportamento e tém vida infinita.
Este consumidor serd definido como o agente rempiese que definira como os ativos
serdo precificados. A metodologia adotada foi unudes teérico sobre a dinamica do
modelo, buscando como resultado aproximar a telari@alidade, tratando-se de um modelo
dindmico de precificacdo de ativos. Concluiu-se gtiizando o estabelecimento de um
agente representativo, o C-CAPM nao consegue exmimpiricamente os dados historicos
de retorno de ativos de risco, de ativos livresst® e por fim do prémio de risco.

Palavras-chave CAPM. C-CAPM. Precificagéo de ativos. Finangas.

Abstract

The appearance of Consumption Capital Asset Pridiioglel (C-CAPM) happened from the
proposition of initial researches of Merton (1978hd Breeden (1979) who aimed to
universalize the model Capital Asset Pricing Mo@&\PM) developed by Sharpe (1964) and
Lintner (1965) in an intertemporal context. The Pad this article was to provide a
theoretical base to study the pricing of assetsufgh the C-CAPM. In order to develop the
theory, instead of considering a complete gensrafibdel, it is necessary at first to establish
some limits. For the development of the modeladbissidered that all the consumers are alike
in behavior and have endless life. This consumérbsidefined as the representative agent
who will determine how the assets will be pricelde Tethodology applied was a theoretical
study about the model dynamics, searching as dtres@approach the theory to reality, as
being a dynamic model of assets pricing. It waschated that by using the institution of a
representative agent, the C-CAPM is not able tdaxpempirically the historic data about
the return of risk assets, of free assets and,dashot least, of risk award.

Keywords: CAPM. C-CAPM. Asset pricing. Finances

1 INTRODUCAO

O Consumption-based Capital Asset Pricing Modgltoduzido por Lucas (1978)
determina o risco de um ativo em funcao da coveado retorno do ativo com a utilidade
marginal de consumo. O modd&lapital Asset Pricing Mod€ICAPM), ao contrario baseia-se
no bindmio média-variancia de retornos. O C-CAPMné modelo mais geral do que o
CAPM e pode-se considerar que o modelo CAPM é waricplarizacdo do C-CAPM.

Assim, o objetivo desse artigo é fornecer embastamé&sdrico para estudar a
precificacdo dos ativos por meio do C-CAPM, onde i@gestidores ndo baseiam suas
decisbes na média e variancia de retornos de uindoecomo no CAPM, mas adotam uma
visdo intertemporal de maximizar a utilidade esp&ralos consumos presente e futuro
conforme sugerido por Lucas (1978). Considerande quCAPM é um instrumento
amplamente utilizado em pesquisas empiricas, nawstea pretensdo de afirmar que
pesquisadores estariam utilizando incorretament€A®M, mas temos a intengao de
evidenciar que o modelo CAPM é uma patrticularizad@dcC-CAPM, ou seja, o C-CAPM é
um modelo mais abrangente, carente de mais tes{&Esi€0S.
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Joao Francisco Morozini - Carlos Eduardo Carddsodrei Giffoni Ferreira 8

Ativos financeiros permitem ao consumidor distmbuiconsumo ao longo do tempo,
vendendo ativos para financiar o consumo em épogas e acumulando poupanca em
épocas favoraveis. Ativos cujos retornos tenhanaméncia alta e negativa com a utilidade
do consumo serdo preferencialmente mantidos mesraoseus retornos esperados sejam
baixos. O motivo disto é que estes ativos podenc@arertidos em moeda na época em que
sejam mais necessarios: quando o consumo € baixkdidade marginal do consumo é mais
alta. O modelo C-CAPM associa o risco sistemateam ativo com o estado de consumo da
economia. E um modelo de fator de desconto estoséagtnérico onde retornos e os pregos
de um ativo podem ser expressos respectivament&grote Danthine e Donaldson (2005)
por:

f‘:,{f\’,-_,.]ﬁ'f“|} = | Py = "'f-:{-‘”r'lxi.rrll

e Equacéo 1

OndeMt+1 € o fator de desconto estocasticitel € o retorno proporcionado pelo
ativo no periodo seguinte ao da posse do ativo.

No modelo CAPM a funcdo objetivo do consumidor éuasda como sendo
determinada pelo desvio padrdo e retorno esperadcadeira. Todos o0s investidores
escolhem ativos de risco que maximizem o indic&hierpe. Em equilibrio os retornos sao
uma conseqiéncia do fato de que todos 0s agentesstinesmas expectativas.

No modelo Arrow-Debreu, sdo considerados difereetados da natureza, mas o
horizonte é como no CAPM de um periodo e todaseas@es de investimentos devem ser
tomadas pelo investidor no inicio do periodo.

O modelo C-CAPM oferece uma viséo alternativa s@bdeterminacéo dos retornos
em equilibrio. Neste modelo, sugerido por Lucas78)9 os investidores maximizam a
utilidade esperada do consumo presente e do conslemperiodos futuros. Os ativos
financeiros permitem a equalizacdo do consumo npde pois podem ser mantidos em
carteira, proporcionando retornos, e convertidoscemsumo em épocas de baixo consumo
onde a utilidade marginal do consumo é maior. $ewnulacdo ndo fosse considerada o
consumo dependeria apenas da renda do agente indgeorrente. Do ponto de vista do
agente, um ativo € desejavel quando seu retorreyagip € alto na época em que 0 consumo
for baixo. O risco sistematico associado ao ativdeterminado pela covariancia ente o
retorno do ativo e o consumo em vez da covariageiee o retorno do ativo e o retorno da
carteira de mercado como no CAPM.

Cuthbertson e Nitzche (2004) apresentam um argumienditivo para derivar a
condicdo de primeira ordem (FOC) de um investidoe gretende maximizar a utilidade
perpétua do consumo. A condicdo de primeira ordara maximizar a utilidade esperada do
consumo € fazer o agente igualar a perda de uldigaoveniente de uma reducdo no
consumo atual com o ganho incremental esperadopuislo a valor presente, do consumo
do periodo futuro. Uma redug¢do no consumo do peradal para adquirir um ativo que
proporciona um retorno em um periodo futuro pergitno periodo futuro, um consumo
superior ao atual. Ou seja, uma reducdo de umadmichonetéria no consumo de hoje reduz
a utilidade enU1(Ct), mas resulta em um ganhoRt+1 no periodo seguinte.

2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Evolugcao do modelo C-CAPM

O surgimento ddConsumpition Capital Asset Pricin ModéC-CAPM) se deu da
proposicao dos trabalhos iniciais de Merton (1993)e Breeden (1979) que tinham como
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objetivo universalizar o model@apital Asset Pricin Mod€ICAPM) desenvolvido por Sharpe
(1964) e Lintner (1965) na contextualizag&o intageral.

Originalmente o modelo CAPM tem como proposicdo guequeza € consumida
pelos investidores depois de um determinado periathole a riqueza e 0 consumo
terminavam se misturando.

Na nova concepcao as deliberacdes de consumo a;atnséo separadas, apesar de
ser modeladas ao mesmo tempo, podendo o individgocrar seus ativos livremente com
objetivo de maximizar sua funcéo utilidade inteppenal. Pelo fato de o fator de desconto
entre dois periodos depender do nivel de consummodelo CAPM intertemporal €&
denominado d€onsumptiorlCAPM, ouConsumpition Capital Asset Pricin ModetCAPM.

Na concepcéo de Campbel, Lo e MacKinlay (1997) detmCAPM ¢ estatico, assim
como aArbitrage Pricing Theory(APT) e por essa razao ignoram decisdes de conslamo
individuo, pois tratam a precificacdo dos ativogrelacionada com o portfélio dos
investidores.

Conforme Campbell e Cochrane (1995), o valor deatimo é funcédo dos planos de
consumo dos individuos e ndo somente das decisfaschcado de portfolio de acordo com o
modelo CAPM, ou seja, o risco do investimento, tefamndamental na prescricdo do preco de
um ativo, é fixado pela sua covariancia com o ndeslconsumo e ndo com o retorno do
mercado.

Mehra e Prescott (1985) foram os pioneiros a testandelo no periodo 1890/1979.
Partiram do modelo desenvolvido por Lucas (1978)eouma funcéo utilidade adicional e
separavel no tempo, modelando o fluxo de renda camoprocesso, eles chegaram a
conclusdo que, para validar o modelo, seria negesgéle os individuos tivessem um
coeficiente relativo de aversado ao risco de 25gtnto esse valor € considerado muito alto.
A derivacdo dessa grande diferenca (em torno deeb¥g o retorno do ativo sem risco e o
retorno da carteira de ac¢des, foi chamaé#auity Premium Puzzi&PP).

Weil (1989) da mesma forma partiu da universalisadga funcéo utilidade que
separava esses dois parametros, mas ndo consdgegarca resultados melhores. Em
compensacao, alertou para o que foi denominadivenatliraRisk Free PuzzIgRTF).

Segundo Varian (1992) a preferéncia sobre o consurtestemporal pode ser
representada por uma funcao utilidade, que satisfaQdicOes de maximizacdo da fungéo,
tais como: completa, reflexiva, transitiva e coméin

Epstein e Zin (1989) investigaram e testaram aicéstdo modo da serie temporal da
Consumptione da implicacdo do retorno do ativo na represesdatie do modelo com
preferéncia intertemporal.

Muitos outros autores continuaram realizando pesguina linha inicialmente
desenvolvida por Mehra e Prescott, variando higdte® modelo inicial de forma a chegar a
resultados mais apurados. A caracterizacdo daduwng@lade recebeu maior atencdo. Alguns
autores também buscaram formas alternativas ppracesso de dotacdo que, por significar
risco numa economia de trocas, tem papel importamt&lculo de seu preco.

Quanto a aplicacédo desse modelo para o Brasil, gedeonsiderado pouco em grande
parte pela dificuldade de se conseguir dado. Colo existe uma seérie de consumo
agregado, € necessario cipaoxies o que acaba comprometendo a comparacgéo de tesulta
Em sua pesquisa Sampaio (1999) aplica o modelanatigle Mehra e Prescott (1985)
utilizando uma série de consumo e ndo encontra@&@sil nenhum dos domuzzlesque
apareceram nos dados das pesquisas americanas.
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Joao Francisco Morozini - Carlos Eduardo Carddsodrei Giffoni Ferreira 10

2.2 Construgao do modelo com agente representativo e a nogdo de
equilibrio e agente representativo com vida infinita

Para o desenvolvimento da teoria, em vez de camasides um modelo de
generalidade completa € necessario inicialmentabelsicer alguma limitagcdo. Para o
desenvolvimento do modelo considera-se que todogoosumidores sdo idénticos em
comportamento e tém vida infinita. Este consumidera definido como cagente
representativajue definira como os ativos seréo precificados.

Assume-se que 0 agente representativo age sempgentido de maximizar o valor
presente esperado da utilidade de consumo deseohtigainte a vida infinita. A consideragéo
de agente representativo com vida infinita € penti@ uma vez que:

a) se avida fosse finita o agente deveria ao finaudevida parar de poupar, liquidar
sua carteira e consumir todo o seu valor. Este @& comportamento do
consumidor;

b) embora a vida de um agente em particular sejaafisius bens passam a seus
descendentes conforme Barro (1974);

c) em equilibrio competitivo, com um mercado complet@gente representativo é
aquele cuja funcdo de utilidade é a média pondedadautilidades dos varios
agentes da economia.

Para construirmos um agente representativo pogewse de uma economia Arrow-
Debreu considerando dois periodos. Nessa economigrimeiro periodo o agente consome
cO unidades de consumo e no segundo periodo a caxti 8stxiste uma probabilidade?
da ocorréncia de um consura®de forma que a utilidade de consumo do agente gunse
periodo é a soma ponderada das utilidades de congara Danthine e Donaldson (2005)
cada agentki busca:

N
max U*(c}) + &* Z HQUA'{L'E‘.]
0-1
Equacéo 2

Maximizar a utilidade de consumo total, isto éikdatde do consumo do periodo zero
somada ao valor presente da utilidade de consunmolepada pelas probabilidades de
ocorréncia dos possiveis estadoda natureza no periodo 1 trazida ao periodo zaraim
fator de descontdé. Danthine e Donaldson (2005) expdem que a condigdbmitacdo da
solucdo de maximizacgéo é de que:

N N
s.L (.'f, + Z ‘1'9":‘) < e*f, + Z qﬂe’b
0=1 f-1

Equacao 3

O consumo nos periodos 0 e 1 seja inferior & dotagéial mais a dotacao inicial
mais a dotacéo no periodo 1 se ocorrer o egtaa inequacao acima o preco no periodo 0 é
1 e no periodo 1 @.

Em equilibrio competitivo a alocacdo de recursosecanomia € Pareto otima e,
portanto existe um conjunto de pesos de forma gjgeabtida uma alocacdo em equilibrio
para o problema, assim expresso por Danthine el@smra(2005):
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A oy ) Maximizar as utilidades de cada agente
max L}L,‘ {U"‘{Cf}_] i & Z rgli* ((iﬂ }:
=1 82—

e
Consumo inicial igual a dotagéo inicial
st Yeb- Yo ual & dotac

Consumos iguais as dotagdes para todos os agentes edo$oos estados

lk =1 ;lk = 0, k. Participacdes individuais > O e soma das participagée- 1

Equacéo 4

Pensando-se em termos de consumo agregado, addilide consumo do agente
agregado pode ser representada do periodo O gadaalo 1 com a ocorréncia do est&do
expresso por Danthine e Donaldson (2005) como sendo

N
U (el ch) = U () + Y mgli* ()

=1
Equacéo 5
U (ch,
Onde: € a utilidade entre os periodos 0 e 1 para otagepresentativo
do agregado da economia,
’ % h‘ i
Ug {c5) = Y Mg (co)
k=1

Equacao 6

E a utilidade do agente agregado no periodo 0. [Egidade é a utilidade ponderada
pela participacaa do consumo dos agenteda economia.

A
U (cg) = X oMU (cp)
k=1

Equacao 7

E a utilidade do agente agregado no periodo 1smorelente & soma ponderada pela
participacdd. do consumo dos agentkesla economia caso ocorra o estddoazida a valor
presente do periodo 1 para o periodo 0 pelo fataledconto.

Os agentes com maior dotacao inicial terdo maidicgaacdo no mercado.A funcéo
utilidade sera independente da dotacdo iniciabdeni satisfeitas duas condigdes:

a) a taxa de desconto for idéntica para todos os egjeat

b) a funcdo utilidade for do tip&onstant Absolute Risk Aversid@ARA) ou

Constant Relative Risk Aversi(@RRA).

Nestas condi¢cbes existe uma economia de agentsegpativo para a qual os precos

de equilibrio Arrow-Debreu sdo 0s mesmos que ggoaomia de agent&® para a qual:
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Equacéo 8

A utilidade de consumo para o agente A represeatandgregado da economia é
igual as utilidades dos agentes individuas pondepath participacdo de cada agente, com as
condicbes dgl(c)> 0 eg2 (c)< 0.

2.3 O conceito de equilibrio “No trade”

Em uma economia de agente representativo, se @festa de um ativo, preco de
equilibrio € preco no qual o agente representativo quer mpate si a oferta total do ativo.

O ativo ndo é negociado no mercado e esta em aenda

a) em uma economia de um sé agente, a oferta totahdativo € zero;

b) se o agente quer vender o ativo a oferta excedenantla;

C) se 0 agente quer comprar 0 ativo mas ninguém cpratev a demanda excede a

oferta.

Um mercado esta em equilibrio quando e somentedquamferta iguala a demanda e
as duas sao simultaneamente zero. Nestas condie@&® negociacao o preco de equilibrio €
0 preco no qual o agente representatewe manter exatamente a quantidade queqekr
manter. Neste preco ndo ha aumento de utilidadegagente representativo.

Modelos de agente representativo ndo sdo adequad@malise de assuntos
relacionados ao volume de transacdes uma vez quueodelo de agente representativo o
volume negociado é zero por hipétese.

2.4 O modelo economia de trocas

Em uma economia de trocas sob a 6tica do C-CAPMmé economia onde as
transacdes ocorrem durante sucessivos periododexigdes sdo tomadas ao longo do tempo
a medida que novas informagfes sdo trazidas acdeage ndo no instante 0 como na
economia Arrow-Debreu.

Existe uma acado divisivel que pode ser assumida aepresentando a carteira de
mercado do modelo CAPM. A propriedade desta ac@madietentor o direito a receber toda a
saida da economia que é vista como exdgena e stitaoczente varidvel no tempo. Este
comportamento pode ser interpretado como resultinten nimero grande de estados, sendo
a saida definida em funcdo de uma matriz de trandicde estados de entrada-saida cuja
forma para exemplificar 3 estados é demonstrad®paothine e Donaldson (2005):

y! . p3
v! g M2 My
}.' Hzl ,’T-\-\ ,?r.wq ?
e Ry W Iy

Equacao 9
OndeJTij é a probabilidade de transicdo do estédpara o estadyj.
Se adotarmos uma perspectiva de estado continugeende estados discretos o
processo de saida sera associado a uma funcaoldbitidade de transicado da forma:

G(Y:1 | Y,) = Prob(Y,, <Y/, |Y, —'Y'-)-

Equacao 10
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7

Onde a variacdo da saida da econonitapara o estadoYt+l € funcdo da
probabilidade dert+1<Yj dado que no instante\tt = Yi. Pode-se entender a acdo como
sendo uma arvore frutifera onde os frutos sédowdatidos que por serem pereciveis devem
ser consumidos (Lucas 1978).

Qualquer modelo que tenha saida definida em fudedon processo estocéstico pode
ser ajustada no modelo C-CAPM. Neste modelo, assenggeie a economia € uma economia
de expectativas racionais onde as expectativaggstes sdo corretas e sem tendéncia. Os
agentes representativos conhecem a estrutura darei@e as probabilidades associadas aos
niveis de saida.

Os agentes representativos transacionam acdes rtes iestas e consomem 0S
dividendos por elas proporcionados. As transac@sizadas pelos agentes buscam
maximizar a expectativa de utilidade do consumpeliodo seguinte trazida a valor presente

por um fator de descono
max E | ) 6'U()
{zie1} =0

Esta maximizacdo esta sujeita a restricdo de quansumo (ou perda de riqueza) no
periodo t acrescido do valor da acdo no periodosefd menor ou igual aos dividendos
proporcionados pela posse do capital adicionadabiw do capital no instante t.

Equacédo 11

iz Sl + Pz

<1,
Equacao 12
Assumindo uma funcéo utilidade estritamente concava
ImU, (¢;) = oo
o —()
Equacéo 13

Nunca sera 6timo para o agente ter um consumo Pama Danthine e Donaldson
(2005) a condicéo necessaria e suficiente paréugdndeste problema é que para todos o0s t,
a fragéo da agaq.z resolva:

Ui(c:)pe = 8E AU (Cs1) (PraatYinr) }

: Equacao 14
onde: ¢t = (piz +2Y, - Pilis1)
O preco em equilibrio sera dado por:
e o | Ul(Fg)
P = l". bf [ Y }’ +T 1
] ;l !,‘rl{}‘; I| r
Equacao 15
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O preco da acdo que resolve o problema é o vaksepte do fluxo de caixa de
dividendos futuros descontado sequencialmente &as tade substituicdo marginais
intertemporais de consumo do agente representativo.

Se a funcéo de consumo for neutra em risco a adiéidnarginal é constante e o fluxo
de dividendos é descontado a taxa livre de risco:

v = ~ T nl - F
=k Y S (Te] =B ) ({1 +:,f]

=1

Equacéo 16

Para que se possa comparar o modelo C-CAPM conosoumtiodelos é preciso
relacionar precos com taxas de retorno e entengee @etermina spreadda taxa de retorno
sobre a taxa livre de risco.

No CAPM temos:

Er -1, =§, (Erm —rf) Equacéo 17
O retorno esperado do titulo menos a taxa livresb® € igual ao Beta, (coeficiente

de covariancia entre os retornos da acao j ) nlichigho pela diferenca entre o retorno de
mercado e a taxa livre de risco.

. b . p .
Sejad; o0 preco no periodo t de um titulo semorisom oferta O que paga uma
unidade de consumo em todos os estados no pedgdimte, portanto,

‘?EJUI{Q) — SE]" {L"l (E;J ] ] ] }
Equacéo 18

O preg;('-?f € 0 preco no qual o agente desajder O unidades do titulo e, portanto,
a oferta iguala a demanda.

Se 0 agente fosse comprar uma unidade de tituéoahegte preco, a perda de utilidade
hoje seria exatamente igual ao ganho de utilidadetaro pela posse do titulo.

Como a taxa livre de risco de t para t+1 qf’(] +ri) =1 temos:

1 Uhcin)
1 psg {0
1477001 Uy(cr)

Equacéo 19
Esta formula estabelecdink entre taxa de desconto e taxa livre de risco patése

de neutralidade (DANTHINE e DONALDSON 2005). Nestguacdo a taxa livre de risco
deve ser uma constante. Demonstra-se que a reag&ospread e taxa livre de risco é:

_ Ui(ér1)
Fiosl — e = —6(1 +rf.r+l:}fﬂ'*’: (— Fiedl |

U[(C;) !

Equacao 20
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Acdes que pagam retornos altos quando o agentgnme@tsa e baixos quando ele
precisa pois 0 consumo esta baixo, ndo sao desejpam reduzir o risco de consumo e
portanto seus precos sao baixos e 0s prémiosabealt®s.

O prémio de risco €é parcialmente definido em terdestilidade de consumo que néo
é facilmente observavel. Para eliminar este incoievge, Danthine e Donaldson (2005)
reescrevem a equacado em funcédo do consumo do peegdinte:

ob( ] + Pt L)

a — bey

Fia+1 = Ffeel = “’Trf{?f-f"‘r"])

Equacéo 21

Observa-se que nesta formula o spread sobre divexae risco serd proporcional a
covariancia entre o retorno da acao no periodaofl o consumo em t+1 e portanto se esta
covariancia for alta o prémio de risco sera alto.

2.5 A formalizagdo do C-CAPM
Designando a carteira mais correlacionada com surna pelo indices, segundo
Danthine e Donaldson (2005) pode-se escrever:

_ [i‘h(l‘i'rf.hlj

Fersl —Ffagpl = cove(Feri1,641)
a— bc,

Equacéo 22
E dividindo as equagbes correspondentes a @clac obtemos a equacdo que
correlaciona uma acao qualgyezom a carteira representativa do consumo, assino ¢m
CAPM o fazia com a carteira de mercado obtendo:

_- ﬁj.c‘. —
Fivsl —Tfp4l = — {rr,:--l = rf,r+|]
C,C

Equacéo 23
Equacéo que define o C-CAPM, onde:
_ ('f.“’_rqfl_r +1 .l'.-l | [
ﬁ.l'-'cf - Vﬂfl{:'“;:'
E o-consumo do ativpe:
COV, | Ict+1,Cpyy
Equacao 24

ﬂc,ct = _
Var(culj

E op-consumo da cartei@
Se for construida uma carteira cfm: = 1 a equacdo fica analoga a do CAPM
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Fig4l = Ffrel = ﬁj,::. (Fr,r—i-l —Ff e I) .
Equacao 25

2.6 Precificando titulos Arrow-Debreu com o C-CAPM

E interessante verificar como se comportam osottel seus precos dentro de uma
economia C-CAPM. Se estivermos no estado s nodeetioqual o prego do ativo que paga
uma unidade de consumo se e somente se ocorr&adogano tempo t+17?

Para Danthine e Donaldson (2005) se estivermosmmumero de estados finito, e
sendo o preco Arrow-Debreu:

f
S =585 =5
qﬁ “ r ) Equacao 26
Como no C-CAPM assumimos oferta zero em equilibrio,
Ui(e(s))q(si1 =s'ss, = 5) = 8U, (c(s") ) prob(s, . = 5";5, = 5)
Equacao 27
Ou
Ui(c(s'))
! f
Si40] =838 =28) =26 wob(s,, ) =5:8 =45
q{ 1+1 t } U|(f,(5)}} ( 1+1 t ':')

Assumindo-se estacionariedade como hipotese (neéddaiancia constantes ao longo
do tempo e o valor da covariancia entre dois pedatpende apenas da distancia entre eles),
podemos desprezar o fator tempo resultando:

—_ 5g| {('.(S;}]

B Uy (c(s))

o Ui(e(s)
prob(s’;s) =& Uy (c(s)) j

g(s";s)
Equacéo 28

que € a equacdo Arrow-Debreu de equilibrio de greQopreco do titulo é o valor futuro da
utilidade marginal do consumo incremental entrper$odos t e t+1.

Para uma situacao de nimero de estados repres@atadma funcao continua, temos
de forma analoga:

Equacéo 29

';- o]
Ondef(s v") é a funcdo de probabilidade condicional que dedipeobabilidade de
ocorréncia do estadd emt+1 dados emt.
Para funcéo utilidade neutra em risco temos:

g(s'ss) = 6f(s';s) = éng.
Equacéo 30
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Para neutralidade em risco os precos sao propaisi@ds probabilidades dos estados
com o fator de proporcionalidade correspondendmatciente de desconto no tempo.
O tratamento para N periodos € analogo resultamdo e

cfv(_s”,v =585 = §) = 6”Mpr b (s = 55 = 5).

Ui(c(s))
Equacéo 31
Para um titulo qualquer,
U(c(s")) )
BN -
§)=2a ——————nrob( s,y = 585 =5
q!’ ( :l g {j]({'(.‘f)) p ( 14N t ]
Equacéo 32
Para um boénus livre de risco e
 Uile(s)) : { U\ (¢ .x'[-Y’JJ}
hN N 1 ’ / N }
§)=686" [—————=fnls"i5)ds = E; 46" ———" 5,
QI ( ) :{ U[(C(S:])fl\( } U]((('EJ:'
Equacao 33

Para uma série continua, onde o valor esperaddvenaalos os estados possiveis em
t+1 com os valores trazidog @or um fator de desconéo

O preco da acdo como visto anteriormente reflet@lor presente dos dividendos
futuros esperados

p: =k i 87 {{J[(y }Fr-‘l'].

Equacéo 34
E pode ser reescrita na concepcao de Danthine aldmm (2005) como:
ZZ [U]Trzi(r()_)lh+f(5;)} Prob(SJlTTS!;SIZS]
= ZZ T(~5 s) YHT
T
Equacéo 35

gue indica que a soma dos dividendos esperadawsutiescontados € igual a série futura de
dividendos precificados a Arrow-Debreu. O fato @e existirem restricbes no C-CAPM de
precificar titulos Arrow-Debreu € um indicativo gee a economia C-CAPM é uma economia
de mercado completo

Pode-se escrever:

= Ui(erz(s , ;
L) %j‘(f_()—”mm prob(s; i = s'i5, = 5)
5 1

Equacao 36
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O valor esperado considera todos os valores passias variaveis de estado de saida
com as probabilidades dadas na linha correspondenéstado atual s na matriz T elevado a
poténcia correspondente ao numero de periodos.

Como (] 4 rieor) T’ = 1580 do preco de um bonugiévrisco conr periodos até o

vencimento temos:
Eiltel{ 1+ Sl e
i E[U\(¢4 )] [Y

T—1 (l+rj'.r+t']

P =

Equacao 37

A quantidade descontada no termo de valor presendecerteza equivalente em
equilibrio do fluxo de caixa real gerado pelo ati$e o fluxo de caixa for livre de risco a
expressao fica:

oa
Yiir

P = E

T=1 (] + "f.;-r)rl
Equacao 38

Se o0 consumo do agente representativo for coroglado com o fluxo de caixa do
ativo de forma positiva e alta, os valores da eartequivalente dos fluxos de caixa seréo
menores do que os valores esperados. Estas ag@@site preco baixo e um retorno esperado
alto. O preco destas acdes sera menor do que eraaonamia de agentes neutros em risco.

3 METODOLOGIA

A metodologia adotada foi um estudo teorico sobdnamica do modelo, buscando
como resultado aproximar a teoria da realidade¢aridm-se de um modelo dindmico de
precificacdo de ativos. Foi utilizando o estabeferito de um agente representativo, para
verificar se o0 C-CAPM consegue explicar empiricatears dados historicos de retorno de
ativos de risco, de ativos livres de risco e pordio prémio de risco.

Também foi feito um estudo bibliografico sobre agsmento doConsumpition
Capital Asset Pricin Mode|C-CAPM) desde a proposicao dos trabalhos inidaisverton
(1973) e de Breeden (1979) que tinham como objetiigersalizar o modelQapital Asset
Pricin Model (CAPM) desenvolvido por Sharpe (1964) e Lintner68)9na contextualizacéo
intertemporal.

4 RESULTADOS: VALIDADE EMPIRICA DO MODELO - O ENIGMA

Segundo Danthine e Donaldson (2005), o C-CAPM atdr&ma série de desafios
empiricos, ja que a realidade sugere a existémcifaldas importantes do respectivo modelo
de precificacdo. Prevendo esta situacdo, os aupm@suraram estudar alternativas que
melhorassem seu desempenho: estipular limites asnfsonteiras propostas por Hansen-
Jagannathan (1991), utilizar uma funcao utilidade separasse preferéncias de tempo e de
risco (EPSTEIN; ZIN, 1989), admitir a chamada focd@m de habito e distinguir, em termos
de funcgéo utilidade, os acionistas da populacatideacionistas.

De forma clara, Danthine e Donaldson (2005) afinmgue, empiricamente, o C-
CAPM néo consegue reproduzir o alto prémio de rigae foi observado na economia
americana durante “um longo periodo”, tomando paelo retorno do indice S&P 500 como
O retorno para o0s ativos de risco. De acordm dMehra e Prescott (198&pud
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DANTHINE; DONALDSON, 2005), o prémio de risco £ r; ) para os ativos americanos €,
historicamente, igual a 6,18% ao ano, uma vez @uretorno de mercado esteve
proximo de 7,00% e ataxa livre de riscagual a 0,80% a.a.

Além disso, para o desenvolvimento matematico €essg&io conhecer uma
determinada taxa média de crescimento do consurscaufbres valeram-se dos mesmos
nameros utilizados por Mehra e Prescott (1985) taédia de crescimento do consumo na
economia americana de 1,83% ao ano (obtida a mhrtintervalo de 1889 até 1978) com
desvio padréao de 0,0357.

E importante lembrar que uma consequéncia de assuwalor dey entre 1 e 2 é a
possibilidade de se escrever a taxa marginal @rtgroral de substituicdo como sendo:

Urlerr) _ (ﬁﬂ)“
U](C) - Cy

Equacéo 39
A equacéo de precificagao de ativos:
_ Ui(G1) o
l—éE,{ e (1+r,m)}
Equacao 40
Portanto reduz-se a:
= =¥
1=6E, { (i”) Rm} = 6(X) 'R,
Equacéo 41

Ondex; + 1 representa o crescimento do consumo per capta ¢ representa a taxa
bruta de retorno sobre o capital. Neste c&tem valor de 1,04, uma vez que se entendeu
como uma média simples dos retornos dos ativosde, mproximadamente 7% a. a., com 0S
retornos de ativos livres de risco, aproximadaméadien.a.

Substituindo as incégnitas pelos valores assumiolom-sed ~ 0,97 paray = 1.
Ainda, paray = 2 tem-se&d = 0,99. Este resultado mostra que assumir maiakses de
aversao a risco seria incompativel com a manutedadbipotese de um fator de desconto
menor que 1.

Para Danthine e Donaldson (2005), este primeirdlensa clama por alguma
explicacdo para a baixa taxa média livre de risccuma possivel aceitacdo de uma taxa
negativa de preferéncias no tempo. Os autores, @adasenvolvimento das discussoes,
limitardo apenas o valor do coeficiente de avemsasco (CRRA) a um maximo de 2. O
Enigma do prémio de risco, entdo, valer-se-4 dagsngdes acima para testar a equacao de
precificacdo de ativos do C-CAPM.

Supondo que o preco de uma acao em determinadacodatsponde ao total de
dividendos pagos na mesma data, sendo/guema constante, Danthine e Donaldson (2005)
afirmam que:

- - U, (¢
vY,:&E,{(vY,H+Y,H) lljf(':;)}
f

Equacao 42

A equacédo acima mostra que o total de dividendgegppor uma acao na data- isto
€, seu preco erm— é igual ao valor esperado da multiplicagédo dal e dividendos pagos
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pela acao (considerando a possibilidade de serconmsante) por uma taxa de crescimento da
utilidade do consumo descontados por um determifedn
Apo6s a confirmacado de que isto é constante, Dam#hiDonaldson (2005) reescrevem
a equacao de retorno como:
_ptY v+1Yy v+l

Run=l+rng= = = X4l
Dt v Y v

Equacao 43

A taxa livre de risco, que parece ser constanteessbs condicdes, pode ser definida

comao.
I Ulen)] ' 11
R = — = 5E = —
g [ { Ui(er) SE{T7}

Equacéo 44

E finalmente obtém-se a equacao final que ser@ad#d para testar empiricamente o
modelo:
(k) —w(yY) = ey
Equacéo 45

Utilizando os numeros reais referentes aos retorm@sficados na economia
americanay resulta em um valor igual a 50,24. Entretantoas&umir quey = 2, obtém-se
um prémio de risco de 0,002.

In(ER) —In(E,,)  1.0698 —1.008
o3 ~(0.0357)°

=5024=y.

2(0.00123) = 0.002 = (In(ER) — In(ER;) = ER — ER;

Equacao 46

Danthine e Donaldson (2005) demonstram que em anoBogasos 0s valores
encontrados ndo condizem com a realidade verificagaémio de risco de aproximadamente
6,2% somente pode ser explicado assumindo um absiiRRA de 50, enquanto que ao
utilizar um coeficiente de aversao a risco de grémio de risco passa a ser de apenas 0,2%,
bem abaixo do que foi encontrado historicamentstd®rma, os autores concluem que o C-
CAPM néo foi capaz de explicar empiricamente o Ewig

4.1C-CAPM com utilidade Epstein-Zin

Esta alternativa verifica a aplicacdo pratica dGARM ao valer-se da separacéo de
tempo e preferéncias de risco de Epstein e ZinQJ198 chamada funcéo utilidade Epstein-

Zin pode ser representada como:
6

1- -y 17
U(e:,CE 1) = |(1 —5)0,701 +6CE,3f

Equacéo 47
Onde:
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[CE@.)]'7 =E(0.)'",

1 —
and 6 :T‘T,O<6<l, 1#y>0,p>0;
P

Esta proposta ndo € muito inovadora, uma vez queedsréncias Epstein-Zin, por
meio doy, captura a aversao a risco da mesma maneira Gug€APM padrao (DANTHINE;
DONALDSON, 2005).

Segundo Danthine e Donaldson (2005), provavelmenteodificagcdo de maior
sucesso na configuracdo padrdo do C-CAPM foi adruticdes utilidade que exibissem
maiores niveis (na margem) de aversao a riscou@ses afirmam que uma alternativa para
resolver o Enigma é assumir algum tipofdemacédo de habit@o invés de simplesmente
elevar o valor do CRRA.

Apenas como breve ilustracdo, a utilidade do ageepeesentativo admitindo-se
alguma formacéo de héabito passa a ser a seguinte:

¢ — ye,_ )Y
U(c,,c,_l)z(’%‘)—,
—y

Equacéo 48
Ondex <1 é o parametro (DANTHINE; DONALDSON, 2005).

A Ultima abordagem proposta para solucionar o Eadpnprémio de risco é
reconhecer que somente uma parte da populacdo détérs financeiros de risco tais como
acOes. Danthine e Donaldson (2005) afirmam que stare variabilidade do consumo da
populacao de acionistas deve interessar para digaedo de ativos de risco — isto em funcéo
dos padrbes de consumo destes individuos estarésncoraelacionados com retornos de
acOes do que o consumo medio total.

Desta forma, o problema de alocacdo resume-se a:

max U(c (0)) + uV(c2(8)), s.t.

c1(8).e2(6)

c1(8) +c2(8) <Y (0),

Equacéo 49
OndeU eV séao funcdes utilidade de dois agentes.
A condicdo de primeira ordem para este problemsapaser:
Ui(c1(6)) = uVi(c2(9)).
Equacéo 50

Significando que oatio das utilidades marginais de ambos os agentes skve
constante.

O problema de maximizacao pode ser interpretadm@soma das func¢des utilidade
em relacdo ao consumo na datlm agentd/ descontados a um determinado fator subjetivo:
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maxE(i 8'V(&))
{z} |3
Equacéo 51
E a equacéao de precificacao torna-se:
Vil pe = 5E,{V1 (€r41) (ﬁt+1 ‘J"Jfﬂ) } ‘
Equacéo 52

5 CONSIDERAGOES FINAIS

O objetivo desse artigo foi fornecer um embasamdstirico para estudar a
precificacdo dos ativos por meio do C-CAPM, ondeirgestidores ndo baseiam suas
decisbes na média e variancia de retornos de uindoecomo no CAPM, mas adotam uma
visdo intertemporal de maximizar a utilidade esgp@ralos consumos presente e futuro,
conforme sugerido por Lucas (1978).

Embora busque aproximar a teoria da realidadenatse de um modelo dinamico
de precificacdo de ativos utilizando-se do estabalento de um agente representativo, o C-
CAPM nao consegue explicar empiricamente os dadkiéricos de retorno de ativos de
risco, de ativos livres de risco e por fim do pr@mdie risco. Ao utilizar dados reais, 0
coeficiente de aversao a risco resulta em valordga

Ao utilizar CRRA de 2, no entanto, o prémio de gisncontrado € um valor muito
abaixo do verificado historicamente na economia Est®dos Unidos. Portanto, apesar de
valer-se de algumas inovacdes frente ao CAPRoosumption-based Capital Asset Pricing
Modelencontra nos testes empiricos seu mais relevastdid.

Epstein e Zin (1989) investigaram e testaram aicéstdo modo da serie temporal da
Consumptione da implicacdo do retorno do ativo na represesdatie do modelo com
preferéncia intertemporal.

Muitos outros autores continuaram realizando pesguina linha inicialmente
desenvolvida por Mehra e Prescott, variando higdté® modelo inicial de forma a chegar a
resultados mais apurados. A caracterizacdo daduwng@lade recebeu maior atencdo. Alguns
autores também buscaram formas alternativas ppracesso de dotacdo que, por significar
risco numa economia de trocas, tem papel importamt&lculo de seu preco.

Esta pesquisa apresenta como principal limitacfaita de testes empiricos sobre o
Consumpition Capital Asset Pricin Mogdeintretanto ressaltamos que o objetivo dessepartig
foi fornecer um embasamento tedrico para estudpreeificagcdo dos ativos, discorrendo
sobre os principais autores que tratam das te@tamOmicas pertinentes aos modelos
intertemporais de equilibrio.

Pressupfe que a pesquisa contribui para aumertanareensédo sobre o modelo C-
CAPM e possa motivar outros pesquisadores a buscavééncias empiricas em futuras
pesquisas de modo a corroborar com uma maior cemggie ddConsumpition Capital Asset
Pricin Model.A aplicacdo desse modelo para o Brasil pode saidemada pouca em grande
parte pela dificuldade de se conseguir dados. CoAwm existe uma série de consumo
agregado, € necessario cipaoxies o que acaba comprometendo a comparacédo de desllta
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