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Resumo

Neste trabalho tem-se o objetivo de apresentar a dindmica de movimento do pensamento
matematico em perspectiva no quadro tedrico dos Trés Mundos da Matematica de David Tall:
0 Mundo Corporificado, como o cenario dos sentidos e das percep¢des agindo em objetos
matematicos fisicos ou mentais; o Mundo Simbdlico, que promove as manipulagdes simbdlicas
e o0 desenvolvimento da linguagem matematica; e o Mundo Formal, que refina e descreve o
pensamento matematico por meio de axiomas, teoremas e prova matematica. Considera-se o
aprimoramento do conhecimento matematico por intermédio de trés tipos de agir e por trés
modos de abstrair, matematicamente, no transcorrer da jornada cognitiva de cada participante
(estudante e professor) em procedimentos educacionais da Matematica. Trata-se de uma
pesquisa de cunho bibliogréafico a partir de leituras de textos e reflexdes tedricas. Propde-se
uma sintese do referido quadro tedrico, que serve como guia para o planejamento, execucao e
andlises posteriores de processos de ensino e de aprendizagem da Matematica. Como conclusao
apresenta-se um exemplo hipotético sobre o Teorema de Pitagoras que pode ser utilizado no
ensino desse contetdo para estudantes do nono ano do Ensino Fundamental.

Palavras-chave: Educacdo Matematica. Pensamento Matematico. Trés Mundos da
Matemaética. Teorema de Pitagoras.

Abstract

This work aims to present the dynamics of movement of mathematical thinking in perspective
in the theoretical framework of the Three Worlds of Mathematics by David Tall: the Embodied
World, as the scenario of the senses and perceptions acting on physical or mental mathematical
objects; the Symbolic World, which promotes symbolic manipulations and the development of
mathematical language; and the Formal World, which refines and describes mathematical
thinking through axioms, theorems and mathematical proof. The improvement of mathematical
knowledge is considered through three types of action and through three ways of abstracting,
mathematically, in the course of the cognitive journey of each participant (student and teacher)
in educational procedures of Mathematics. This is a bibliographic research based on text
readings and theoretical reflections. A synthesis of the referred theoretical framework is
proposed, which serves as a guide for the planning, execution and further analysis of
Mathematics teaching and learning processes. As a conclusion, we present a hypothetical
example about the Pythagorean Theorem that can be used to teach this content to students in
the ninth grade of elementary school.

Keywords: Mathematical Education. Mathematical Thinking. Three Worlds of Mathematics.
Pythagorean theorem.
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1 INTRODUCAO

O quadro tedrico dos Trés Mundos da Matematica é constituido tendo como base mais de
cinguenta anos de pesquisas do autor David Olme Tall. Suas investigacdes abarcam teoricos da
Psicologia da Educagdo e da Educacdo Matematica na busca por confluéncias das teorias
estudadas, com destaque para aquelas que apontam formas como os individuos aprendem
contetdos da Matematica. Para Tall (2013), o conhecimento matematico constitui-se por um
longo prazo, por meio de agdes do homem em objetos matematicos reais ou mentais. Em Os
Trés Mundos da Matemaética, tais a¢bes sdo comumente denominadas de Corporificado,
Simbédlico e Formal. “Fundamentalmente, a teoria dos Trés Mundos da Matematica nos
apresenta como um ser humano, em seu desenvolvimento, faz conexdes matematicas e como
sdo desenvolvidas as estruturas de conhecimento que crescem ao longo do tempo em tamanho
e sofisticagdo” (VISINTAINER, 2019, p. 31). Entre essas a¢cdes temos, por exemplo: observar,
manusear, medir, contar, classificar, ordenar, inferir, modelar e demonstrar.

No ambito do Mundo Corporificado, Tall (2013) aponta que a construcdo do
conhecimento matematico emerge das percepcdes no mundo real captadas por nossos sentidos,
com destaque para a visao. Essas percepcdes sdo direcionadas a objetos reais ou fisicos com o
intuito de serem explorados por ideias matematicas. Por exemplo, os sélidos geométricos sdo
objetos tridimensionais que servem como modelos para agdes matematicas e suas posteriores
reflexdes. De acordo com Lima (2007), as acdes se concentram inicialmente em objetos fisicos
e depois sdo aprimoradas para objetos matematicos que conduzem a experiéncias mentais, ou
seja, “[...] o individuo manipula o objeto no seu pensamento, observando-0, descrevendo-o,
agindo e refletindo sobre ele” (BUENO; VIALI, 2019, p. 44).

Tall (2013) ressalta que no campo da Geometria, por exemplo, o individuo aprende ideias
geomeétricas iniciais ao manipular objetos reais, com vistas a fazer comparagdes entre os objetos
serem grandes ou pequenos, redondos ou ndo redondos, entre outras propriedades. Essas a¢oes
de comparacgdo podem conduzir o individuo a identificar sesmelhancas entre os objetos reais em
estudo, com as quais ele tende a classificar e ordenar esses objetos em grupos ou conjuntos em
funcdo de suas semelhancas. O autor ressalta que as relacGes sociais com outros individuos
possibilitam a troca de informagdes, conduzindo a reflexdes nesses objetos, promovendo o
aprimoramento das acGes individuais e levando a constituicdo deles por meio de cones,
cilindros, esferas, prismas, piramides, entre outros.

De acordo com Tall (2013), as acGes intuitivas em objetos matematicos precisam ser
incentivadas com vistas a reflexes que adentram ao Mundo Simbélico. O compartilhamento
dessas a¢des ocorre por meio da linguagem simbdlica da Matematica atuando sobre eles, como
por exemplo, expressdes algébricas, equacles, funcdes, entre outros. Para o autor, a
manipulacdo simbolica aprimora as percep¢fes advindas dos objetos iniciais e estimula o
desenvolvimento de representacfes mentais dos objetos matematicos em estudo.

Nessa perspectiva, compreende-se que o0s estimulos a outras reflexdes e seus
compartilhamentos promovem o aprimoramento da linguagem simbélica e o desenvolvimento
de novas representacfes mentais para um determinado objeto matemético em estudo.
Reflexdes, a partir das acbes em solidos geométricos, podem conduzir a representacfes de
objetos matematicos (formulas matematicas) para o calculo de perimetros, areas e volumes.

Com relacdo ao escopo do Mundo Formal, segundo Tall (2020), a intensificacdo da
manipulacdo algebrica, aliada as relacfes dialdgicas entre estudantes e professores, embasa o
aprimoramento da linguagem simbolica. Tanto a descri¢cdo quanto a deducédo dessa linguagem
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simbdlica, seja no campo da Algebra, seja nos estudos com a Aritmética ou da Geometria,
podem levar ao desenvolvimento de teorias axiomaticas formais a prova matematica.

Este trabalho compde um recorte tedrico da tese defendida pelo primeiro autor, sob
orientacdo do segundo autor e, com o terceiro autor compondo suas bancas de qualificacéo e de
defesa. O processo de pandemia desencadeado pela COVID 19, a partir de marco de 2019,
possibilitou-se maior tempo de leituras e analises dos textos acerca dos Trés Mundos da
Matematica publicados em meio digital por Tall (2007; 2008; 2016; 2019; 2020)*, para compor
0 escopo teodrico da referida tese. Além disso, incrementa-se esta pesquisa de cunho
bibliogréafico, com leituras e anélises de trabalhos de pesquisadores brasileiros, publicados
digitalmente no Catalogo de Teses e Dissertagdes (CTD)? da Coordenacéo de Aperfeicoamento
de Pessoal de Nivel Superior (CAPES).

Com relacdo a pesquisa bibliogréafica, de acordo com Severino (2007), o investigador que
realiza pesquisa bibliogréfica busca nos registros disponiveis (livros, artigos, dissertacoes,
teses, entre outros) de pesquisas anteriores que trazem dados teoricos ja trabalhados,
conceituados ou caracterizados por outros pesquisadores e que fazem parte da literatura
cientifica da area do conhecimento em estudo. A partir das analises e reflexdes do material
bibliogréafico investigado, o pesquisador propde novas discussGes, teorizagdes, criticas e
argumentacdes que buscam contribuir para o desenvolvimento do tema e da area em tela.

Assim, por meio da ferramenta de pesquisa do CTD da CAPES, buscou-se por teses que
trazem o nome Tall, emergindo-se desta investigacdo inicial 89 (oitenta e nove) trabalhos.
Destes em14 (quatorze) textos abordam-se como base tedrica os Trés Mundos da Matematica,
dentre os quais, se destacam Lima (2007), Schastai (2017), Martelozo (2019), Visintainer
(2019) e Polegatti (2020), oriundos de programas de pos-graduacdo brasileiros, das areas de
Educacdo Matematica ou Ensino de Ciéncias e Educacdo Matematica.

Neste artigo, tem-se 0 objetivo de apresentar a dinamica de movimento do pensamento
matematico perante o quadro teérico dos Trés Mundos da Matematica, o qual sintetiza o cenario
de desenvolvimento do conhecimento matematico, que ocorre em longo prazo, por intermédio
das acdes de professores e estudantes no(s) objeto(s) matematico(s) em estudo. Nesse quadro
tedrico, cada processo de ensino e de aprendizagem da Matematica pode ser constituido
articulando as formas matematicas de agir nos objetos matematicos (pratica, tedrica e formal)
com os tipos de abstragOes (estrutural, operacional e formal). Essas sdo passiveis de serem
desenvolvidas no transcorrer de cada processo educacional planejado. A seguir, apresenta-se as
ideias que permeiam e caracterizam cada um dos Trés Mundos da Matematica para o
desenvolvimento de seu quadro tedrico.

2 OS TRES MUNDOS DA MATEMATICA

O quadro tedrico dos Trés Mundos da Matematica apresenta o conhecimento matematico
se desenvolvendo em mundos distintos com caracteristicas proprias, mas que estdo conectados
e atuam de forma dindmica com vistas ao aprimoramento do pensamento matematico. De
acordo com Tall (2008), o Mundo Conceitual-Corporificado é fundamentado na percepcao e
reflexdo sobre as propriedades dos objetos reais (vistos, sentidos e manipulados tanto
fisicamente quanto mentalmente) e em objetos matematicos que emergem das a¢des nos objetos

1 https://catalogodeteses.capes.qgov.br/catalogo-teses/#!/
2 http://homepages.warwick.ac.uk/staff/David. Tall/downloads.html
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reais. O Mundo Operacional-Simbdlico se desenvolve por meio de agdes em objetos
matematicos promovendo a manipulacdo simbdlica, que se articula em operagdes matematicas
como conceitos pensaveis funcionando, tanto como processos para fazer, quanto como
conceitos para pensar. O Mundo Axiomatico-Formal desenvolve-se por meio de definicbes e
provas formais, envolvendo defini¢des de objetos matematicos conhecidos e conceitos formais
com base em definicdes e conjuntos tedricos.

Segundo Tall (2020), as denominagOes para cada um dos trés mundos podem ser
simplificadas para Mundo Corporificado, Mundo Simbolico e Mundo Formal. Contudo, é
essencial estarmos cientes do significado particular da nomenclatura de cada mundo
matematico. Tall (2013) destaca que corporificado é o mundo das percepcBes no qual o
individuo age. Ele é o propulsor do conhecimento matematico. Em agdes nos objetos reais,
desenvolvem-se imagens mentais que, posteriormente, sdo transformadas em linguagem
simbdlica, aprimorando-se por meio da manipulacdo simbdlica, rompendo a fronteira do
Mundo Corporificado adentrando ao Mundo Simbdlico ou ao Mundo Formal.

Tall (2013) realca que o Mundo Simbdlico se constitui a partir de acdes nos objetos reais
ou fisicos, oriundas das percepcdes vigentes no Mundo Corporificado. Essas a¢cdes tém em vista
a verbalizag&o das percepcOes em simbolismos matematicos, com procedimentos flexiveis, que
possibilitam a execucdo de operagdes e calculos matematicos. Para o autor, estimular as
manipulacdes simbolicas, bem como a socializacdo dessas agdes nos objetos matematicos
proporcionam o refinamento da linguagem simbolica e o aprimoramento do conhecimento
matematico.

Compreende-se 0 Mundo Simbolico caracterizado pelo simbolismo operacional que se
desenvolve em graus de aprimoramento até romper a fronteira do Mundo Simbdlico e adentrar
ao Mundo Formal. O processo de quadratura do circulo, por exemplo, consiste em calcular a
area do circulo por meio de um retangulo de area equivalente, segundo Roque (2015). Ele foi
desenvolvido inicialmente pelo método da Exaustéo, tendo provocado manipulagdo geométrica
(construgcdes geométricas). Sua socializacdo possibilitou o aprimoramento da linguagem
simbdlica e, consequentemente, o desenvolvimento do conhecimento matematico.

Com relacdo ao cenario do Mundo Formal, de acordo com Tall (2013, p. 17, traducéo
nossa®): “ha o emprego do formalismo axiomatico que constréi o conhecimento formal em
sistemas axiomaticos especificados pela definicdo de conjuntos tedricos, cujas propriedades sdo
deduzidas por prova matematica”. Ainda no ambito do Mundo Formal, Robim; Tortola e;
Almeida (2014, p. 6), indicam: “em termos gerais, ¢ nesse mundo que ganha espaco a definicdo
de objetos ja conhecidos, a construcdo de demonstracdes matematicas, a légica e a coeréncia
relacionada a linguagem”. Voltando ao método da Exaustdo, as interagBes sociais prosseguiram
ao longo do desenvolvimento do conhecimento matematico e cientifico provocando o
aprimoramento da linguagem formal da Matematica e da Ciéncia, segundo Roque (2015). As
reflexdes conduziram, por exemplo, a construcdo das defini¢des de infinitesimais e de limite
no campo de estudo do conhecimento matematico.

De acordo com Roque (2015), a precisao das construcdes geométricas foi redefinida por
Descartes que utilizou técnicas algebricas para a definicdo de curvas, entre elas a circunferéncia
e as conicas. Essas técnicas algébricas aprimoraram os trabalhos com as curvas na busca de
tangentes e areas que repercutiram no desenvolvimento do Célculo Diferencial e Integral. Ja as
manipulagdes algébricas, em meio a isso tudo, incentivaram o desenvolvimento dos

8 “Axiomatic formalism builds formal Knowledge in axiomatic systems specified by set-theoretic definition,
whose properties are deduced by mathematical proof”.
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infinitesimais que, posteriormente, conduziram a construcdo da definicdo de limite. Ou seja,
pode-se perceber no cenario histérico da Matematica que a pratica conduz a linguagem
simbdlica e a manipulagdo simbolica leva aos teoremas, axiomas e prova matematica.

Nesse contexto, Tall (2013) destaca que os Trés Mundos da Matematica estdo interligados
dentro de um cenério amplo e complexo. Os Mundos Corporificado e Simbolico desenvolvem-
se em conjunto, pois as a¢fes no cotidiano sdo caracteristicas do primeiro e ddo origem as
operagOes simbdlicas presentes no segundo. Por sua vez, as manipula¢fes matematicas tém suas
representacdes incorporadas nas ac6es dos individuos em seu cotidiano. Nas relacfes entre 0s
Mundos Corporificado e Simbdlico, Tall (2020) ressalta que o desenvolvimento do simbolismo
¢ mais complexo do que o da corporificacdo, pois as acdes desencadeadas no Mundo
Corporificado sdo realizadas nos objetos em si, reais ou mentais, enquanto as manipulacgoes
simbolicas sdo iniciadas com o célculo, envolvendo o conceito de nimeros e, depois, passam
por varios estagios individuais com outras formas de operar e manipular simbolicamente.

Para Polegatti (2020), o incentivo a novas acdes nos objetos matematicos aprimorados
constitui outras reflexdes que sdo socializadas e conduzem ao refinamento e ao rigor da
linguagem simbolica em axiomas, teoremas e prova matematica (o individuo provido de novas
informacdes reflete e transforma a realidade). Com relacdo ao desenvolvimento cognitivo no
campo das abstragBes matematicas, Tall (2013, p. 17, traducdo nossa*) ressalta que “[...] &
medida que a abstracdo estrutural se desloca para a definicdo e a deducdo, isso leva ao inicio
do pensamento formal corporificado e ao pensamento formal simbdlico, o que pode, mais tarde,
traduzir-se em teorias conjuntas de formalismo axiomatico”. Entdo, pode-se ir do Mundo
Corporificado ao Mundo Formal sem necessariamente transitar pelo Mundo Simbdlico, assim
como pode-se ir do Mundo Simbdlico ao Mundo Formal sem adentrar necessariamente ao
Mundo Corporificado.

Segundo Tall (2013), a prova matematica aponta o apice de aprimoramento do
pensamento matematico e de refinamento da linguagem matematica, mas ela ndo é o fim do
percurso. Os teoremas formais repercutem em outras formas de corporificac@es e simbolismos,
promovem a integracdo dos Trés Mundos da Matematica e reforcam a necessidade de se ter um
arcabouco tedrico geral para o desenvolvimento do pensamento matematico que se articula e
se aprimora nesses trés mundos.

De acordo com Matelozo (2019, p. 54):

Ao longo do tempo, a medida em que os seres humanos vivenciam situagdes variadas,
com experiéncias em contextos diferentes, vado realizando suas jornadas com
construcdes e reconstrugdes mentais de conceitos matematicos por meio de interagfes
entre os Trés Mundos da Matematica. Logo, nesse quadro tedrico, hd uma relagdo
matua nessas formas distintas de lidar e desenvolver a Matematica.

Ainda segundo Martelozo (2019), cada sujeito tem sua forma de desenvolver a construcéo
do conhecimento matematico a partir de sua vivéncia e experiéncias particulares, mesmo
quando sdo promovidas atividades em grupo. Cada individuo tem sua jornada particular, mas
dindmica que o conduz a “retornar para ideias de mundos ja transitados, uma vez que, ao longo
da aprendizagem da Matematica, cada sujeito se depara com obstaculos diferentes” (p. 55).

Portanto, as jornadas pelos trés mundos matematicos ndo seguem um roteiro Unico, mas
variados roteiros singulares (cada individuo tem o seu). S&o percursos construidos no cognitivo

4 “As structural abstraction shifts to definition and deduction, this leads to the beginnings of embodied formal
thinking and symbolic formal thinking, which may later translate into set-theoretic axiomatic formalism”.
8
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de cada viajante e sem demarcar um ponto de inicio, de meio e de fim obrigatérios. Ou seja,
cada jornada pode ser tracada pelo sujeito a partir de qualquer um dos trés mundos e eles estdo
conectados por meio de fronteiras ténues e zonas de transicdo entre si. Entdo, em acordo com
Polegatti (2020), compreende-se que o ir e vir entre 0s mundos reflete a dinamica de movimento
do pensamento matematico entre os trés mundos, acontecendo no cognitivo de cada viajante, e
que ndo ha um mundo fixo para iniciar ou finalizar a jornada.

As acdes nos objetos matematicos oriundas de nossas percepgdes, caracteristicas do
Mundo Corporificado, sustentam o simbolismo matematico presente no Mundo Simbolico,
segundo Tall (2020). Por sua vez, as agdes de manipulacbes simbdlicas sdo desenvolvidas no
Mundo Simbolico e por meio delas ocorre o refinamento da linguagem matematica,
perpassando por prova matematica e estruturando-se em defini¢des baseadas em teoremas no
interior do Mundo Formal.

Para Bueno e Viali (2019, p. 45), “¢ importante destacar que, apesar de apresentarem
caracteristicas individuais, podem existir intersec¢fes entre os mundos, sendo que o estudante
pode utilizar caracteristicas de cada um deles no seu desenvolvimento cognitivo”. De acordo
com Visintainer (2019, p. 29), “para se desenvolver demonstracdes no Mundo Formal, pode-se
utilizar aspectos do Mundo Simbélico e do Mundo Corporificado, 0 que evidencia o inter-
relacionamento dos Trés Mundos da Matematica”. Assim, compreende-se que as defini¢es
estruturadas por teoremas e prova matematica presentes no Mundo Formal, devolvem aos
mundos Corporificado e Simbolico novas perspectivas de atuacdo e manipulacao,
respectivamente.

Esse retorno possibilita outros olhares para o cotidiano e suas corporificacdes, bem como
suas construgdes e manipulacdes mentais no Mundo Corporificado e, consequentemente,
gerando novas ideias e outros objetos matematicos nos mundos Corporificado e/ou Simbdlico.
Essas ideias aprimoram-se novamente provocando o refinamento da linguagem simbdlica e as
reflexdes do individuo podem conduzir a construcdo de novos objetos matematicos que
induzem a outras maneiras de prova matematica ainda mais eficazes em estruturas de axiomas
e teoremas que as sustentam (Corporificado com Formal, Simbdlico com Formal, Corporificado
com Simbdlico e com Formal e, Formal).

Na Figura 1, de acordo com Polegatti (2020), apresenta-se a interacdo entre os Trés
Mundos da Matematica, formando um todo incorporado, complexo e coerente. Para
diferenciacéo e posterior confluéncias entre os mundos, escolhe-se as cores vermelha, amarela
e azul para representar os Mundos Corporificado, Simbolico e Formal, respectivamente, por se
tratarem de cores primarias.
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Figura 1 — A conjuncdo inicial entre os Trés Mundos da Mateméatica
FORMAL

>

abstragao formal*

abstragdo estrutural

generalizagdo aritmética
Aritmética
Numero

SIMBOLICO

Utilizando Procedimentos e
conceitos

abstragdo operacional e estrutural

CORPORIFICADO

*Com aspectos operacionais e estruturais

Fonte: Polegatti (2020, p. 155) adaptado de (TALL, 2013, p. 17).

Conforme representado na Figura 1, de acordo com Polegatti (2020), as articulacdes entre
0s mundos promovem a fusdo das trés cores primarias em trés cores secundarias e uma cor
terciaria. Como ja foi destacado, as regides que caracterizam acdes em objetos matematicos
desenvolvidas estritamente nos mundos Corporificado, Simbolico e Formal possuem as cores
primarias vermelha, amarela e azul, respectivamente. A regido na cor laranja clara (amarela
com vermelha) abrange a¢des conjuntas dos mundos Corporificado e Simbolico. A area na cor
verde (amarela com azul) indica a¢6es nos objetos matematicos com caracteristicas dos mundos
Simbélico e Formal.

A regido limitada pela cor roxa (vermelha com azul) representa que nela ocorrem acdes
com caracteristicas simultaneas dos mundos Corporificado e Formal. Ja a area central de cor
laranja escura (amarela com vermelha e azul) incorpora o entrelagcamento dos Trés Mundos da
Matematica (prova formal combinando corporificacdo e simbolismo matematico). Com isso,
destaca-se que a transicdo de um mundo para outro perpassa por regides de interseccdo
denominadas por zonas de confluéncias entre os Trés Mundos da Matematica (POLEGATTI,
2020).

Uma possivel jornada pelos trés mundos, no caso, rumo a uma abstracao estrutural, parte
do viajante em seu cotidiano com base em suas percepc¢des e consequentes acdes em seu meio.
Por exemplo, utilizando procedimentos e conceitos (proceitos), ou seja, os simbolos
matematicos “podem ser vistos de maneira flexivel tanto como o procedimento a ser efetuado,
qguanto como o resultado obtido a partir do desenvolvimento desse procedimento, que é o
conceito” (LIMA, 2019, p. 8). Nessa perspectiva, as acdes com manipula¢des simbolicas atuam
sob essas percepcOes transformando-as em numeros, que por meio de normas ou regras
presentes na Aritmética conduzem o viajante a duas modalidades de abstracfes, denominadas
por Tall (2013), de abstracdo estrutural e abstragéo operacional.
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O desenvolvimento de abstracdo estrutural-operacional, por um lado, possibilita a
transicdo do Mundo Corporificado (vermelho) ao espaco conjunto Corporificado Formal (roxo)
instigando a compreensdo da prova euclidiana. O desdobramento de abstracdo estrutural-
operacional promove a transicdo do Mundo Simbolico (amarelo) a regido delimitada pela
interseccdo entre os mundos Simbdlico e Formal (verde) que aprimora a linguagem simbdlica,
mas que ainda utiliza regras aritméticas com vistas a prova algébrica. Em ambos, segundo Tall
(2013), a transigéo para o Mundo Formal com a possibilidade de desenvolvimento de abstracéo
formal se da por intermédio dos estudos e reflexdes, ainda com aspectos operacionais e
estruturais. J& no ambito do Mundo Formal (azul), hd o aprimoramento da linguagem
axiomatica, que conduz a prova matematica e o desdobramento de abstracdo formal.

Concorda-se com Bisognin; Bisognin; Leivas, (2016), quando salientam que nem todos
0s estudantes ou professores de Matematica perpassam da mesma forma pelos Trés Mundos da
Matematica, pois cada individuo possui experiéncias diferentes, tanto aquelas desenvolvidas no
seu cotidiano, quanto as do ambito escolar. Os autores reforcam que o estudo desse quadro
tedrico é fundamental na formacéo inicial e continuada de professores de Matemaética, pois
“Essas oportunidades de ir e vir entre os Trés Mundos da Matematica devem ser estimuladas
pelos docentes formadores, em qualquer contetdo trabalhado nas disciplinas” (p. 374).

De acordo com Polegatti (2020), cada individuo realiza a sua jornada e, no final do
caminho, ao reiniciar outra jornada, o viajante ja ndo € mais 0 mesmo, pois sua compreensao
de cada Mundo da Matematica foi, provavelmente, ampliada. Durante uma jornada qualquer, o
individuo vai construindo relacdes que o fazem reagir e ap0s cada reacao sua percepc¢do de
mundo matematico se amplia o que o conduz a perceber coisas (Mundo Corporificado) que ele
néo percebia antes. Essas novidades percebidas o levam a consequentes reacGes diferenciadas,
abrindo outras possibilidades de manipulacdo matematica (Mundo Simbdlico), que o conduzem
por outros caminhos com graus de refinamento em linguagem matemaética, que podem chegar
a novas estruturas de teoremas e de prova matematica (Mundo Formal). Tais possibilidades
podem, entdo, sustentar, internamente, o que foi sendo construido matematicamente ao longo
dessa nova jornada.

Na proxima secdo, apresenta-se a dindmica de movimento do pensamento matematico
entre os mundos e suas zonas de confluéncias, articulada por movimentos de idas e vindas
(deslocamentos horizontais frente ao quadro teérico) por meio de acdes em objetos
matematicos. Essas acOes sdo desencadeadas por atividades planejadas em processos de ensino
e de aprendizagem da Matematica, bem como pelos movimentos de subidas e descidas
(deslocamentos verticais frente ao quadro tedrico) provocados pelo provavel desenvolvimento
cognitivo dos estudantes ao longo das resolucdes e discussdes das atividades propostas em tais
processos planejados pelo professor.

3 A DINAMICA DE MOVIMENTO DO PENSAMENTO MATEMATICO ENTRE OS
TRES MUNDOS DA MATEMATICA: UMA DENTRE AS POSSIVEIS
INTERPRETACOES

Neste trabalho, compreende-se que o0 conhecimento matematico se desenvolve
cognitivamente na forma de pensamento matematico, sendo motivado por nossas acdes nos
objetos reais e em objetos matematicos provenientes do mundo das ideias matematicas. De
acordo com Tall (2016), pode-se considerar que a dindmica de movimento do pensamento
matematico entre os Trés Mundos da Matematica é caracterizada por trés modos distintos, mas
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interligados ao se pensar matematicamente na triade: matematica pratica, matematica teorica e
matematica formal. Também ocorre por trés estagios de desenvolvimento cognitivo: abstracéo
estrutural, abstragcéo operacional, com confluéncias entre as duas (estrutural-operacional), e a
abstracao formal.

Segundo Tall (2013), a matematica pratica constitui-se pelas acGes de reconhecer e
descrever caracteristicas matematicas em objetos fisicos e mentais com aportes da Geometria.
Isso ocorre ao realizar manipulacdes simbdlicas e fazer calculos por meio da Algebra e da
Aritmética, sem envolver conceitos presentes no Mundo Formal. Para o autor, a matematica
tedrica trabalha os niveis mais aprimorados das manipulacdes simbolicas intensificando a
utilizacdo da linguagem algébrica e de prova euclidiana no campo da Geometria, porém
mantendo indicios de célculos numéricos envolvendo a Aritmética. Ja a matematica formal
envolve o desenvolvimento da linguagem axiomatica com base nas definicdes da teoria dos
conjuntos, demonstracfes de teoremas e prova matematica.

De acordo com Tall (2013), a abstracdo estrutural aprimora-se por meio de acdes do
homem sobre os objetos reais para, inicialmente, identificar suas propriedades matematicas.
Entdo, pode-se descrevé-las em outras acdes para reconstruir os objetos matematicos
envolvidos ou, ainda, elaborar outros objetos, inclusive suas representagdes mentais. A
abstracdo operacional é promovida por intermédio de nossas acGes com operacdes em objetos
matematicos, cuja intensificacdo de manipulacdo aritmética (abstracdo estrutural-operacional)
se desdobra com vistas a manipulacéo algébrica (abstracao operacional). A abstracao formal se
desenvolve por meio das operages em definicbes formais para deducédo, tanto de outras
definicbes formais ja existentes, consolidando-as, quanto para a construcdo de novas
propriedades formais.

Corroborando com o dialogo, Schastai (2017, p. 55) indica:

A abstracdo formal envolve uma mudanca significativa na forma de pensamento, uma
vez que a abstracdo estrutural e a abstracdo operacional a partir de percepgéo e acdo
tornam-se evidenciadas como conceitos matematicos, a abstracdo formal é construida
essencialmente por defini¢des formuladas linguisticamente. Inconscientemente, pode
continuar a ter ligacbes com percepg¢do e acdo, mas formalmente, oferece uma nova
abordagem, universal para a matematica em que os teoremas provados dependem
somente de definicdo e de demonstracéo.

Assim, compreende-se que a jornada cognitiva pelos Trés Mundos da Matematica se
desenvolve nos trés processos de abstracdo com aprimoramento do pensamento matematico
direcionado as defini¢cbes formais, evidenciadas posteriormente pelos processos de percepcao
e acdo nos objetos matematicos. Tall (2019) destaca que a abstracdo formal desencadeada pelo
estudo da matematica formal corresponde ao auge do pensamento matematico, ela conduz o
conhecimento matematico a universalidade. A prova matematica € construida com uma
linguagem prdpria por meio de teoremas e demonstracdes, libertando o pensamento matematico
da necessidade de perceber ou agir em seus objetos para descrever suas defini¢oes. Tall (2020)
salienta que a abstracéo formal é o apice, mas ndo é o fim, ela repercute no desenvolvimento
do pensamento matematico embasando tanto a abstracdo estrutural quanto a abstracdo
operacional.

Para Martelozo ¢ Savioli (2019, p. 59), “os Trés Mundos da Matematica ndo séo
hierarquicos, misturam-se e complementam-se no processo de aprendizagem da Matematica,
sendo essas experiéncias, fundamentais para o desenvolvimento do pensamento matematico”.
Nesse contexto, construiu-se a imagem da Figura 2 para sintetizar o quadro tedrico dos Trés
Mundos da Matemética. Ressalta-se que a transicdo do pensamento matemaético entre 0s
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mundos e suas zonas de confluéncia, geralmente, demanda um prazo longo de estudos por parte
de cada viajante, principalmente, com relacdo a matematica formal e a abstracao formal.

Figura 2: A dinamica de movimento do pensamento matematico perante o quadro
tedrico dos Trés Mundos da Mateméatica
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Bl Somente Corporificado Corpggﬁcado M Corporificado e Formal M Somente Formal
Somente Simbdlico M Corporificado, Simbdlico e Formal
" Corporificado e Simbdlico M Simbolico e Formal

Fonte: Polegatti (2020, p. 179) adaptado de Tall (2007; 2013; 2016; 2019; 2020).

Antes de iniciar a descricdo da interpretacdo prépria dos autores sobre uma provavel
dindmica de movimento do pensamento matematico, tendo como base de jornada o diagrama
tedrico da Figura 2, atenta-se ao que salienta Tall (2019, p. 14, tradugdo nossa®)

Esse diagrama serd inevitavelmente interpretado por diferentes individuos de
maneiras diferentes. Uma imagem bidimensional ndo pode representar toda a teoria.
N&o apenas omite o papel do aspecto afetivo do pensamento matematico, mas também
depende de como cada individuo interpreta o diagrama em termos de suas proprias
maneiras pessoais de pensar.

5 “This diagram will inevitably be interpreted by different individuals in different ways. A two dimensional picture
cannot represent the whole theory. Not only does it omit the role of the affective aspect of mathematical thinking,
it depends on how each individual interprets the diagram in terms of their own personal ways of thinking.
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Ao analisar a sintese do quadro teérico dos Trés Mundos da Matemaética presente na
Figura 2, com base em Polegatti (2020), entende-se que a matematica pratica se constitui com
as acdes dos individuos em objetos matematicos visando articular, em processos de ensino e de
aprendizagem de algum contetdo, os procedimentos matematicos envolvidos por meio de suas
percepcdes. As acOes de matematica pratica possibilitam a dindmica de movimento do
pensamento matematico no interior do Mundo Corporificado (regido vermelha) com a
predominancia de desenvolvimento da abstracdo estrutural, via Geometria, €, com ou sem
possiveis indicios da abstracdo operacional por meio de manipulacGes geometricas como, por
exemplo, as construgdes envolvendo as técnicas de desenho geométrico.

Por outro lado, dependendo da atividade proposta, Polegatti (2020) nos informa que a
matematica pratica pode conduzir o viajante a organizar seu pensamento matematico utilizando
elementos do Mundo Simbolico (regido amarela), com a dindmica de movimento do
pensamento matematico limitada a esse mundo, visando o desenvolvimento da abstracéo
operacional por meio de combinacBes entre a generalizacdo aritmética e manipulacGes
algébricas, com ou sem indicios de abstracdo estrutural. Ainda, pode apresentar suas resolucées
com componentes desses dois mundos (regido laranja clara = vermelha + amarela), o que se
denomina de zona de confluéncia entre os mundos Corporificado e Simbdlico e o possivel
entrelacamento das abstracOes estrutural e operacional.

Para Polegatti (2020), a zona de confluéncia entre os Mundos Corporificado e Simbolico
envolve tanto as percepcdes quanto as manipulacbes aritméticas, ou seja, 0 pensamento
matematico transita entre os dois mundos. A matematica préatica engloba as experiéncias em
espaco e forma, que promovem acgdes nos objetos matematicos com vistas ao desenvolvimento
de abstracdo estrutural pelo individuo. Essas acBes podem ser refinadas pelo pensamento
matematico por meio das manipulacdes com nimeros e generalizacdo ou manipulacédo algébrica
conduzindo, possivelmente, ao desenvolvimento de abstracdo operacional via Aritmética e/ou
Algebra. Nessa zona de confluéncia, o viajante, segundo Tall (2007), pode espontaneamente ou
ser motivado a transformar corporificacdes em simbolismos, caso a atividade matematica a ser
desenvolvida tenha se iniciado com alguma corporificacéo, ou simbolismos em corporificacgdes,
caso a atividade matematica tenha sido iniciada com algum simbolismo matematico.

Segundo Polegatti (2020), na mesma Figura 2, dependendo da atividade matematica
proposta, 0 estudante pode, espontaneamente ou ser motivado, deslocar suas acdes da
matematica pratica para a matematica tedrica, promovendo o aprimoramento do seu
pensamento matematico nessa acdo. Isso a partir de formalizar corporificacdes ou
corporificacBes e simbolismos ou, ainda, ao formalizar simbolismos. As a¢fes de matematica
tedrica englobam as situacGes em que os individuos participantes do processo de ensino e
aprendizagem da Matematica buscam articular procedimentos matematicos presentes nas zonas
de confluéncias entre dois ou trés mundos. Ou seja, as acdes de matematica tedrica se difundem
articulando caracteristicas de dois ou trés mundos, buscando o desenvolvimento predominante
da abstracao operacional com ou sem indicios de abstracédo estrutural (estrutural-operacional) e
crescentes indicios de abstracao formal. Esse processo é fundamental para o aprimoramento do
pensamento matematico com vistas ao possivel deslocamento para a matematica formal
(POLEGATTI, 2020).

Assim, de acordo com Polegatti (2020), dependendo do grau de aprimoramento do
pensamento matematico que a atividade proposta exija do individuo, sua resolucdo por
intermédio das acGes de matemaética tedrica, pode envolver, por exemplo, elementos dos
Mundos Corporificado e Formal (regido roxa = vermelha + azul). A dindmica de movimento
do pensamento matematico transita entre esses dois mundos por meio, segundo Tall (2016), de
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definicGes tedricas com base em prova geomeétrica, crescente formalizacdo de corporificacdes,
defini¢cbes euclidianas e prova euclidiana. Portanto, dependendo da atividade proposta e do
desenvolvimento cognitivo de cada estudante, ele pode espontaneamente ou ser motivado a
transformar corporificacdes em formalismos. Se a atividade matematica envolver conceitos
abstratos do pensamento matematico, por exemplo, o trabalho com a prova geométrica do
Teorema de Pitagoras, possivelmente, provocara no estudante o desenvolvendo de abstracdo
estrutural com indicios de abstracdo formal. Também, com ou sem indicios de abstracdo
operacional preparar o terreno para a manipulacdo operacional da prova algébrica do referido
teorema.

Para Polegatti (2020), as acdes de matematica tedrica nos objetos em estudo provocam
predomindncia da abstracdo operacional sobre a abstracdo estrutural, ou seja, o estudante
comeca a se desvincular da abstracdo estrutural conforme seu pensamento matematico se
desloca para a zona de confluéncia entre os mundos Simbdlico e Formal (regido verde = amarela
+ azul). Nela, a dindmica de movimento do pensamento matematico transita entre esses dois
mundos, utilizando relagdes matematicas entre a Algebra e a Aritmética em que, dependendo
da atividade matematica proposta, o estudante utiliza defini¢cGes tedricas com base em prova
algébrica (TALL, 2016). Assim, dependendo da atividade proposta e do desenvolvimento
cognitivo, cada estudante pode, espontaneamente, ou ser motivado a formalizar simbolismos.
Sobretudo se essa atividade envolver conceitos abstratos do pensamento matematico, no &mbito
da Algebra, com vistas ao desenvolvimento de abstragio operacional com indicios de abstracéo
formal, com ou sem indicios de abstracédo estrutural (POLEGATTI, 2020).

Ainda no campo de atuacdo da matematica tedrica, com base em Polegatti (2020), ha a
zona de confluéncia entre os Trés Mundos da Matematica, Corporificado, Simbolico e Formal
(regido laranja escura = vermelha + amarela + azul). Nela, a dindmica de movimento do
pensamento matematico envolvido no processo de ensino e de aprendizagem de um objeto
matematico, transita entre os trés mundos, utilizando relagbes matematicas entre a Algebra e a
Geometria (Geometria Analitica), o que pode conduzir a prova matematica que articula
componentes geométricas e algébricas, podendo, ainda, conter aportes da Aritmética. Em
decorréncia disso, dependendo da atividade proposta e do desenvolvimento cognitivo de cada
estudante, ele pode, espontaneamente, ou ser motivado a formalizar corporificagcdes e
simbolismos. Principalmente se essa atividade envolve conceitos abstratos do pensamento
matematico, no ambito da Algebra, Aritmética e Geometria conjuntamente, com vistas ao
desenvolvimento das abstracfes operacional e estrutural com indicios de abstracdo formal
(POLEGATTI, 2020).

Ainda na anéalise da Figura 2, segundo Polegatti (2020), dependendo das atividades
propostas, do estudo e da motivacdo do estudante, a transformacdo de matematica tedrica em
matematica formal se intensifica. Ou seja, o individuo pode ser motivado a trabalhar com a
matematica tedrica conduzindo ao seu aprimoramento com a manipulacdo simbolica,
possibilitando haver cada vez mais indicios de abstracdo formal para, possivelmente, e com o
tempo, promover o deslocamento da matematica tedrica para a matematica formal. A
matematica formal se desenvolve somente no Mundo Formal (regido azul) relacionando,
segundo Tall (2016), defini¢des oriundas do cenario tedrico com a prova matematica a partir
de axiomas e teoremas. Nesse sentido, a dinamica de movimento do pensamento matematico
propiciado pela matematica formal intensifica a manipulacdo de estruturas formais com vistas
ao desenvolvimento de abstracdo formal que transita somente no &mbito do Mundo Formal.

A matematica formal utiliza objetos formais (axiomas, postulados e teoremas) com base
nas definigdes do cenario tedrico. Salienta-se, ndo quer dizer que isso desenvolvido por ela ndo
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provoque reflexdes nos outros mundos. De fato, com o desenvolvimento da matematica formal
e, consequentemente, da abstracdo formal, o viajante, dependendo da atividade matematica
proposta, pode, apds compreender o desenvolvimento da prova formal, articular acGes de:
corporificar formalismos, ou simbolizar formalismos, ou ainda corporificar e simbolizar
formalismos. Ou seja, 0 que é aprimorado e desenvolvido no Mundo Formal repercute nos
outros dois mundos (POLEGATTI, 2020).

A seguir apresenta-se um caso hipotético envolvendo o estudo do Teorema de Pitdgoras
em analise diante do quadro tedrico dos Trés Mundos da Matematica da Figura 2. Este quadro
tedrico, de certa forma, mapeia o processo de construcdo do conhecimento matematico de um
ou mais contetdos em estudo. Ele possibilita que o professor, ja no processo de planejamento
de uma atividade matemética qualquer, possa mapear as articulacdes entre as etapas de
aprimoramento do pensamento matematico ao longo da jornada pelos mundos. A partir das
acOes de percepgdes e manipulagcGes geométricas envolvidas, perpassa por manipulaces
aritméticas e/ou algébricas. Destaca as generalizacGes geométrica, aritmética e algébrica, bem
como suas confluéncias. A partir disso, com vistas ao estudo e a manipulacdo com objetos
matematicos formais (axiomas, teoremas, entre outros), verificar que conduzem a prova
matematica, no caso, a do Teorema de Pitagoras.

4 O CASO HIPOTETICO DO TEOREMA DE PITAGORAS

O Teorema de Pitagoras tem papel primordial no desenvolvimento do pensamento
matematico. Ele é utilizado, inicialmente, para o calculo da medida da hipotenusa de um
tridngulo retangulo qualquer no &mbito da geometria euclidiana. Seu conceito é base, por
exemplo, para a composicdo da relacdo fundamental na Trigonometria (sin?x + cos? x= 1) € para
o célculo da distancia d entre dois pontos A(x4, y4) € B(xg, yg) no plano cartesiano, a partir de
suas coordenadas, no campo da Geometria Analitica, ou seja, (dﬁ =

J(xB —x4)% + (yg — yA)Z). Seu estudo faz parte do curriculo de Matemaética do nono ano do
Ensino Fundamental, portanto a situacdo hipotética aqui desenvolvida, e apresentada perante o
quadro tedrico dos Trés Mundos da Matematica, pode ser utilizada como base para a analise de
desenvolvimento do pensamento matematico em estudantes a partir desse nivel escolar.

No ambito do Ensino Fundamental € possivel desenvolver atividades matematicas que
trabalham acGes de matematica formal com vistas a desenvolver ao menos indicios de abstracdo
formal? Concorda-se com Lima (2019) ao salientar que nédo se aplica conceitos axiomaticos
presentes no &mbito do Mundo Formal ao se trabalhar com estudantes dos anos iniciais do
Ensino Fundamental. Entretanto, segundo a autora “em qualquer atividade matematica
encontram-se caracteristicas do mundo formal, pois um aluno ndo constrGi conceitos
matematicos sem compreender as caracteristicas formais dele” (p. 8). Em concordancia com
Flores; Lima e; Miller, (2020, p. 1343) de que “ndo existe hierarquia ou roteiro definido
previamente, ou seja, ocorre a estruturacdo de um trajeto proprio, com dificuldades e
possibilidades unicas inerentes ao individuo que o percorre” reforga-se a importancia disso no
planejamento dos professores.

Apresenta-se e dialoga-se com os estudantes sobre as figuras geometricas do triangulo
retangulo e do quadrado. No desenvolvimento da atividade, assim como salienta Tall (2013), é
fundamental que os estudantes, para além de observar ou visualizar essas figuras, possam
manuseé-las. Nesse sentido, sugere-se a utilizacdo de papeldo ou outro material resistente para
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a confeccdo das mesmas. Na imagem da Figura 3 traz-se a situagé@o escolhida para a discusséo
do Teorema de Pitagoras por meio de quadrados e triangulos retangulos.

Figura 3 — O Teorema de Pitagoras na dindmica de movimento do pensamento
matematico nos Trés Mundos da Matematica
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Fonte: Os autores com base em Polegatti (2020)

A dindmica de movimento do pensamento matematico ocorre em suas idas e vindas pelo
Mundo Corporificado (regido vermelha), por meio da matematica pratica nas acGes de
obsevacgédo ou visualizagcdo e manuseio dos quadrados e triangulos retdngulos com vistas a
identifica-los e classifica-los provocando o provavel desenvolvimento de abstracdo estutural.
Ao longo dessas a¢des, com a intensificacdo de matematica pratica, os estudantes participantes
devem ser instigados a manipularem essas figuras de modo que formem um Unico quadrado,
cujo lado corresponde ao tamanho da hipotenusa do triangulo retangulo. No transcorrer desse
procedimento, ha o possivel desenvolvimento de abstra¢éo estrutural com indicios de abstracéo
operacional nos participantes.

Ja na zona de confluéncia entre os Mundos Corporificado e Formal (regido roxa), a
matematica préatica se transforma em matematica tedrica e suas agdes nos triangulos retangulos
e no quadrado conduzem os estudantes a refletirem, sobre o que representa o quadrado formado
pela jungdo dos quatro tridngulos retangulos e o quadrado menor, a0 compararem a dimenséao
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de seu lado com o tamanho da hipotenusa de cada tridngulo retangulo. Nesse processo, ha o
provavel desenvolvimento de abstracdo operacional com indicios de abstracdo formal, que
conduz cada estudante a concluir que a &rea da regido limitada pelo quadrado formado é
composta pela adicdo das areas das regides limitadas pelos quatro tridngulos retangulos com a
area da regido limitada pelo quadrado menor e, que a dimensdo de seu lado corresponde a
dimensdo da hipotenusa de cada um dos quatro triangulos retangulos. Mas, qual é o valor
numerico das areas desses poligonos?

Assim, ao realizarem as medidas dos lados e dos angulos das referidas figuras, por
intermédio de acBes da matematica pratica e com o apoio de réguas e transferidores fornecidos
pelo professor, a dindmica de movimento do pensamento matematico conduz os estudantes a
adentrarem na zona de confluéncia entre os Mundos Corporificado e Simbdlico (regido laranja
clara). No deslocamento, provavelmente, ocorre o desenvolvimento de abstracdo estrutural.
Nesse contexto, as agdes de matematica pratica levam o0s participantes a realizarem
manipulacgdes aritméticas (envolvendo essencialmente nimeros).

Essas acOes com os numeros obtidos nas aferi¢des das dimensdes das figuras envolvidas
se intensificam e conduzem os participantes a, possivelmente, desenvolverem abstracdo
estrutural com indicios de abstracdo operacional, ao concluirem que o valor da area da regido
limitada pelo quadrado maior corresponde a soma dos valores das areas dos poligonos que o
compde. Para tanto, a dindmica de movimento do pensamento matematico adentra ao Mundo
Simbolico (regido amarela) por intermédio de acbes de matematica pratica com o célculo das
areas das regides limitadas pelos quadrados e triangulos retangulos por meio de suas respectivas
formulas matematicas.

Prosseguindo com a atividade, a dindmica de movimento do pensamento matematico
transita da zona de confluéncia entre os Mundos Corporificado e Simbolico (regido laranja
clara) para a zona de confluenéncia entre os Trés Mundos da Matemaética (regido laranja
escura), transformando matematica pratica em matematica tedrica. Isso leva a generalizacdo ao
promover a substituicdo das medidas numéricas dos lados dos triangulos retangulos pelas letras
a, b e c que passam a corresponder, respectivamente, as medidas quaisquer da hipotenusa e dos
dois catetos dos referidos triangulos retangulos utilizados na atividade. Nesse procedimento, ha
o provavel desenvolvimento de abstracdo operacional com indicios de abstracdo estrutural.

Ainda na mesma zona de confluéncia entre os trés mundos, as a¢des de matematica tedrica
sdo intensificadas, conduzindo os estudantes participantes a refletirem sobre a dimensdo do
quadrado menor (b — ¢), originado na juncdo dos quatro tridngulos retangulos e, cuja area,
completa a area total da regido limitada pelo quadrado maior. Para essa conclusdo os
participantes, provavelmente, desenvolvem abstracdo operacional com indicios de abstracéo
formal. Mas entdo, qual a relacdo do calculo da area da regido limitada pelo quadrado maior
com o que fundamenta o Teorema de Pitdgoras?

Buscando responder a essa questao, a dinamica de movimento do pensamento matematico
no ambito da zona de confluéncia entre os Mundos Simbdlico e Formal (regido verde) e, por
meio de ac¢Bes envolvendo matemaética teorica, os estudantes sdo motivados a realizarem
manipulacdes algébricas. Devem partir da condicdo de que a area da regido limitada pelo
guadrado maior de lado medindo a corresponde a soma das areas das regides limitadas pelos
quatro triangulos retangulos com a area da regido limitada pelo quadrado menor. No transcorrer
desse procedimento, os participantes precisam revisitar o Mundo Formal e 0 Mundo Simbdlico
para relembrar como se desenvolve o célculo do quadrado da diferenca entre dois termos
quaisquer. Com a intensificacdo da manipulagéo algébrica h4 o provavel desenvolvimento de
abstracdo operacional com indicios de abstracéo estrutural.
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Ao concluirem a atividade, com o entendimento do que estd definido no Teorema de
Pitagoras, os estudantes provavelmente, desenvolvem abstracdo operacional com indicios de
abstracdo formal. Ressalta-se que a dindmica de movimento do pensamento matematico
apresentada ndo é Unica, ela representa o olhar do pesquisador, ou seja, uma amostra do
desenvolvimento cognitivo do conhecimento matematico. Portanto, muito menos ela é
completa, estanque, linear. A intencdo € conduzir a discussdes e reflexdes, além de apresentar
uma parcela da possibilidade de abrangéncia do quadro tedrico dos Trés Mundos da
Matematica, tanto nos momentos de planejamento de atividades, quanto nas analises e possiveis
interpretacdes dessas atividades ap0s suas aplicagdes.

5 CONSIDERACOES FINAIS

Considera-se que por intermédio do estudo aprofundado dos Trés Mundos da Matematica,
por parte de professores que ensinam matematica, promove-se nesses profissionais uma visao
holistica dos processos de ensino e de aprendizagem da Matematica. Por meio do
aprimoramento do seu quadro tedrico (Figura 2), possibilita-se o planejamento de atividades
educacionais que envolvem acdes de matematica pratica, que se entrelacam com acles de
matematica tedrica e, dependendo do aprofundamento proporcionado, pode-se provocar acdes
de matematica formal. Ao mesmo tempo em que as acdes didaticas do professor sdo
dinamizadas com vistas a promover-se o compartilhamento do contelldo matematico em estudo
em suas formas (Corporificado, Simbdlico e Formal) de desdobramento do conhecimento
matematico. Nesse cenario educacional, em meio a sua jornada cognitiva pelos mundos
matematicos, cada estudante atua como protagonista da construgdo de conhecimento, em meio
ao aprimoramento do pensamento matematico, alcando o desenvolvimento de abstracdo
estrutural, operacional e formal.

Para o desenvolvimento da atividade proposta sugere-se a divisdo dos participantes em
grupos com trés ou cinco componentes. Para diversificar os resultados das manipulacdes
aritméticas com as medidas dos lados dos quatro triangulos retangulos e do quadrado, bem
como as respectivas areas das regides limitadas por tais poligonos, é fundamental que cada
grupo de estudantes receba do professor uma colecéo dessas figuras com medidas diferentes,
Ou seja, 0 objetivo com essa diferenciagdo € que cada grupo chegue a um resultado diferente
para o calculo nimérico das areas dessas figuras.

Ressalta-se que, no processo de manipulagéo aritmética com as medidas das dimensdes
dos triangulos retangulos, é fundamental que os participantes compreendam que a medida do
lado do quadrado menor corresponde a diferenca entre as medidas dos catetos dos triangulos
retangulos envolvidos. Caso nenhum estudante destaque esse fato, cabe ao professor dialogar
com os participantes conduzindo-os a refletirem de forma que algum ou mais deles aponte essa
constatacdo. Logo apds, é importante destacar no quadro que, apesar dos resultados obtidos
pelos grupos serem diferentes para essa subtragdo, a dindmica de movimento do pensamento
matematico envolvida é a mesma (medida do cateto maior menos a medida do cateto menor é
igual ao valor do lado do quadrado central).

Entdo, apos esses calculos com nimeros (manipulacdo aritmética) o professor destaca
para os participantes que, embora cada grupo possa obter resultados diferentes, o procedimento
de céalculo das areas dessas figuras € o mesmo. Isso é relevante para professores refletirem,
novamente, que a dinamica de movimento do pensamento matematico ¢ a mesma. Logo a
seguir, o professor instiga os estudantes a trabalharem com letras no lugar dos numeros,
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sugerindo as letras a, b e c para representarem, respectivamente, as medidas das hipotenusas e
dos catetos dos triangulos retangulos.

Destaca-se que, no procedimento de substituicdo dos nimeros pelas letras sugeridas
algum participante pode questionar se cada grupo deveria utilizar letras diferentes, pois 0s
ndmeros ndo sdo 0s mesmos para cada um. Entende-se ser esse um questionamento relevante
e, no caso de ndo ser levantado por nenhum estudante, o professor deve provocar essa
indagacdo. A resposta sugerida é que as letras a,b e c¢ representam, nessa atividade,
respectivamente, as dimensdes da hipotenusa e dos dois catetos de quaisquer triangulos
retangulos. Portanto, elas sdo variaveis e servem para todos os grupos. Com essas medidas
pode-se generalizar os calculos realizados com numeros em uma Unica expressao algébrica.
Isso acontece, por exemplo, com as formulas matematicas utilizadas para calcular as &reas das
regibes limitadas por quaisquer triangulos e quadrados.

Assim como discutido em relacdo aos numeros, é fundamental o dialogo com os
participantes com vistas a eles compreenderem que o lado [ do quadrado menor (central)
corresponde a diferenca entre os catetos dos triangulos retangulos, ou seja, [ = b — c¢. Ainda,
com relacdo a essa diferenca entre os catetos, é importante o professor fomentar o debate
trazendo o caso em que 0s quatro triangulos retangulos utilizados apresentam seus dois catetos
com a mesma dimensdo e, outro em que a diferenca entre eles possa ser grande, mas nunca
maior que a dimensdo do terceiro lado. Como pode ser isso? Na Figura 4 ilustram-se esses
exemplos.

Figura 4 — A variacéo entre as medidas dos catetos

(1) (2) 3)

b b
- Cc
a
malls

Xc e A ;

a a

c ¢ c s
‘ \ a
: CE

b b b

Fonte: Os autores.

Assim, conforme a representacéo (1) da Figura 4, quando os catetos dos quatro triangulos
retdngulos possuem dimensdes iguais (b = ¢) ndo ha a formacdo do quadrado central como
acontece nas imagens (2) e (3) da mesma figura, pois nesse caso ocorreria b — ¢ = 0. Todavia,
essa situacdo ainda é valida para apresentar o Teorema de Pitdgoras por meio da igualdade entre
a soma das areas das regides limitadas pelos quatro triangulos retdngulos com a area da regiao
limitada pelo quadrado de lado a (hipotenusa dos referidos triangulos) constituindo a seguinte
manipulagéo algébrica:
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b.c
2= 4.
@ 2

a’?=2.b.c
Ao comparar essa resposta com o Teorema de Pitagoras, ndo parece haver a mesma
construcgdo quando os dois catetos possuem dimensdes diferentes (a? = b? + ¢?). Contudo, ao
aplicar a condigéo de igualdade entre os dois catetos (b = ¢) e realizar algumas manipulacgdes
algébricas obtem-se dois resultados similares ao que é descrito no Teorema de Pitagoras.

a’?=2.b.b a’=2.c.c
a? = 2.b? a’ = 2.c?

a? = b? + b? a? = c? + c?

O professor pode dialogar com os estudantes sobre b = c. Portanto, elevando os dois
membros da igualdade ao quadrado obtem-se b? = ¢? e dai é possivel trocar, por exemplo, 0
segundo b? da equagdo a? = b? + b? por c¢? chegando-se ao resultado a? = b? + c¢2. Pode-se
concluir com os participantes que o valor minimo para a diferenca entre os dois catetos (cateto
maior menos o cateto menor) € zero. Logo apos essas conclusdes, o professor foca a atencdo
dos estudantes na representacdo (3) da Figura 4, indagando qual seria o valor maximo para a
diferenca entre os dois catetos b e c?

Acontece que, com relacdo as dimensdes dos trés lados de um triangulo qualquer, o
Teorema da Desigualdade Triangular assegura que “a soma dos comprimentos de dois lados
quaisquer é maior que o comprimento do terceiro lado” (MOISE; DOWNS, 1971, p.185).
Aplicando esse teorema pode-se escrever que a+c > b, ou seja, entende-se que,
obrigatoriamente, a > b — c¢. Dessa maneira, pode-se concluir que a diferenca entre os dois
catetos b e cde um triangulo retdngulo qualquer tende ao valor maximo (limite) que
corresponde ao valor de sua hipotenusa a. Logo,

0<b—-c<a

Conclui-se ressaltando que o quadro tedrico dos Trés Mundos da Matematica concentra
em um diagrama geral, complexo e dinamico, os trés modos distintos, mas interligados de se
pensar matematicamente (matematica pratica, matematica tedrica e matematica formal) no
desenvolvimento de processos de ensino e de aprendizagem de contetidos da Matematica. Além
disso, agrega, simultaneamente os trés tipos de abstra¢des (estrutural, operacional e formal) que
estdo conectadas pela dinamica de movimento do pensamento matematico no transcorrer das
atividades propostas no processo educacional. Ao pesquisar e utilizar o referido quadro teérico
no planejamento e execucdo do processo de ensino e aprendizagem da Matematica, o professor
pode vislumbrar possibilidades de interacdo do(s) contetido(s), perpassando pelas trés etapas de
desenvolvimento coerente e complexo do conhecimento matematico, ou seja, desde a
corporificacdo, até adentrar ao simbolismo e a formalizac&o.

Agradece-se a Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES)
pelo fomento a esta pesquisa.
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