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Resumo

O presente artigo apresenta uma pesquisa, denominada estado do conhecimento, que foi
realizada com o objetivo de sistematizar e analisar a producdo cientifica brasileira, em nivel de
pos-graduacdo stricto sensu, envolvendo o ensino e aprendizagem de conceitos relativos ao
Caélculo Diferencial e Integral, no contexto da teoria dos Trés Mundos da Matematica, proposta
por David Tall. Para tanto, primeiramente foi selecionado o corpus de anlise do estudo, sendo,
entdo, realizada a leitura flutuante dos textos para a constituicdo das bibliografias anotada,
sistematizada e categorizada. Analisando as informacgdes encontradas, percebeu-se que ainda
s80 poucas as pesquisas realizadas na perspectiva investigada e que as existentes se concentram
no conceito de derivada e no ensino e aprendizagem voltado para cursos de Engenharia. Nesse
sentido, a auséncia de trabalhos, no corpus de andlise sugerido, abordando o conceito de
Integral, no contexto de Cursos de Licenciatura em Matematica, sob a Otica da teoria dos Trés
Mundos da Matematica, aponta uma direcdo e um sentido que ainda podem explorados em
futuras investigacOes e, em especial, na tese que estd sendo construida pelo primeiro autor desse
artigo, sob orientacdo do segundo autor.

Palavras-chave: Calculo; Trés Mundos da Matematica; Estado do Conhecimento

Abstract

The present paper presents a research, named state of knowledge, which was made with the
goal of systematizing and analyzing the Brazilian scientific production, on the stricto sensu
post-graduate level, evolving teaching and learning concepts related to the Calculus, on the
Three Worlds of Mathematics theory context, proposed by David Tall. To do it, first of all was
selected the analysis corpus of the study, being, then, done the floating reading of the texts to
build the noted, systematized and categorized bibliographies. Looking through the found
informations, was realized that are still only a few researches made with the investigated
perspective and that the existent ones focus on the derivate concept and on the teaching and
learning focused on Engineering courses. On this regard, the lack of researches, on the
suggested analysis corpus, about the Integral concept, on the context of Mathematics’ Teacher
formation courses, under the vision of the Three Worlds of Mathematics theory, points to a
direction and orientation that still can be explored in future investigations and, most of all, on
the thesis that is being built by the first author of this paper, under the orientation of the second
one.

Keywords: Calculus; Three Worlds of Mathematics; State of Knowledge.
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1 INTRODUCAO

Questdes acerca do ensino e aprendizagem de conceitos inerentes ao estudo do Calculo
Diferencial e Integral® sdo recorrentes, ha algum tempo, no cenario do campo de pesquisa
denominado Educacdo Matematica. Nesse contexto, observa-se que, apesar de os professores
encarregados de lecionar topicos sofisticados, como limite, derivada e integral, normalmente
possuirem grande dominio matematico sobre o tema, esse conhecimento acaba nao implicando
diretamente no sucesso académico de seus alunos.

No cenario mais comum, atualmente encontrado, 0s conceitos sdo apresentados como
conhecimentos prontos que foram descobertos por grandes mentes de determinadas épocas e, a
partir de entdo, definidos como novas ferramentas para transcender as fronteiras matematicas
estabelecidas. Parece ndo ser relevante o fato de, segundo D’ Ambrésio (1997), o conhecimento
ser gerado pela necessidade de respostas a problemas e situacfes distintas, estando, portanto,
subordinado a um contexto historico.

Apesar de situacdes envolvendo os sistemas de representacao grafico e tabular serem
exploradas em alguns momentos, o ensino de Céalculo se concentra basicamente na construcéo
de habilidades necessarias para aplicar técnicas algébricas para determinar limites, derivadas e
integrais dos mais variados tipos de funcdes reais. Nesse sentido, de acordo com Demo (2005),
acabam sendo priorizados métodos repetidos e repetitivos, preocupados apenas com a
competéncia formal do estudante, visando, prioritariamente, a transmitir o conteldo. Sobre esta
realidade, abordando o conceito de derivada, Machado (1991) afirma:

N&o se podem contestar as raizes geométricas e, sobretudo, as fisicas, do seu
nascimento. A nocdo de velocidade, as taxas de variacdo em geral, a nogdo de reta
tangente, foram o substrato de onde emergiu a abstracdo unificadora. Entretanto que
brutal inversdo de perspectivas ocorre quando se passa a pensar na nocdo de derivada
como algo em si, que inclusive “se aplica” ao real! Chega-se, algumas vezes, a
pretender, por ingenuidade ou comodismo, que o aluno para entender o que é
velocidade de uma particula precisa conhecer antes a nogdo de derivada. E como se
se dissesse que é necessario entender o esquema de funcionamento do aparelho
respiratdrio para poder respirar. (p. 53).

E possivel, entdo, imergindo nas pesquisas realizadas sobre o tema, deparar-se com
trabalhos que retratam a realidade do ensino de Matematica que, segundo D’ Ambrosio (1997),
em grande parte, trata os alunos como um conjunto homogéneo e tem como resultado,
excluindo-se as excegdes, um aluno tolhido no seu comportamento, na sua inteligéncia e no seu
potencial criativo. Essa situacdo causa efeitos nas disciplinas de Calculo que, segundo Mdller
e Amaral (2012), sdo causa de grande parte das reprovacGes em cursos como engenharias e
licenciaturas em Matematica ou Fisica, causando sérios problemas, como a elevada taxa de
evasao, ja nos primeiros semestres do Ensino Superior.

Artigue (1995) afirma que o ensino universitario, mesmo que tenha outras ambigdes,
tende a centrar-se em uma préatica algoritmica e algébrica do Célculo e a avaliar apenas as
competéncias adquiridas nesse dominio. Esse fendmeno acaba por deflagrar um circulo vicioso,
pois, para tentar obter niveis aceitaveis de éxito, os professores procuram trabalhar com aquilo
que os estudantes tém de melhor e esses, por sua vez, consideram essas competéncias como o
essencial da disciplina, j& que é o que constitui a base da sua avaliacdo. Constroi-se entdo um
problema, pois, segundo Tall (1996), apesar de a matematica universitaria ser uma extenséo da
matematica escolar, particularmente no que se refere as técnicas de utilizacdo de métodos

1 No restante do texto os autores se referirdo ao Calculo Diferencial e Integral apenas como Calculo.
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numéricos e algébricos, essa requer uma evolucgdo, a partir da reconstrucao de ideias antigas,
para ingressar gradualmente na complexidade de métodos mais formais, que possibilitam a
construcao de novas teorias.

Nesse sentido, Artigue (1995) ressalta

[..] que se bem pode ensinar os estudantes a realizar de forma mais ou menos mecénica
alguns calculos de derivadas e primitivas e a resolver alguns problemas padrdes, se
encontram grandes dificuldades para fazé-los entrar de verdade no campo do calculo
e fazé-los alcancar uma compreensdo satisfatdria dos conceitos e métodos de
pensamento que sdo o centro desse campo matematico. (p. 97).

Dessa forma, entrando em contato com os estudos de diferentes autores, pode-se
verificar que a questdo do ensino e aprendizagem dos conceitos envolvidos em disciplinas de
Célculo é realmente bastante relevante. Esse fato, agregado ao contexto profissional dos
autores, justifica o interesse por esse tema para o desenvolvimento dessa pesquisa, que € parte
integrante de um estudo mais abrangente, em nivel de doutorado.

Tendo definido o foco disciplinar para essa investigacao, foi-se a busca de teorias do
desenvolvimento do pensamento humano que pudessem auxiliar na compreensdo de como se
da a aprendizagem matematica. Nessa perspectiva, teve-se a oportunidade de entrar em contato
com a Teoria dos Trés Mundos da Matematica, proposta por David Tall (2004; 2013), que a
desenvolveu com o objetivo de ter uma visdo ampla e completa do desenvolvimento cognitivo
matematico. Segundo o autor, esse se constitui de uma reconstrugdo continua de conexdes
mentais que evolui no desenvolvimento de estruturas do conhecimento cada vez mais
sofisticadas e envolve os mundos: Conceitual Corporificado; Operacional Simbdlico; e Formal
Axiomatico.

Entrando em contato com a teoria proposta por Tall, encontraram-se elementos que
podem auxiliar no desenvolvimento do ensino e aprendizagem das disciplinas envolvendo
contetdos de Calculo. Para analisar esse campo de pesquisa, envolvendo essas disciplinas e a
Teoria dos Trés Mundos da Matematica, realizou-se o presente estudo, denominado estado do
conhecimento, que tem por objetivo sistematizar e analisar, nesse contexto, a producao
cientifica brasileira, em nivel de pos-graduacdo stricto sensu e que, conforme ressaltam Borges,
Lima e Ramos (2018), pode indicar caminhos a serem tragcados em novas investigagoes.

Sendo assim, 0 presente artigo traz o percurso percorrido nessa pesquisa, descrito em
cinco sec¢Oes. Na primeira, denominada de introducédo, foi contextualizado o tema proposto,
justificando o interesse dos autores, e foi descrito o objetivo da investigacdo. Na segunda secao,
dedicada aos pressupostos tedricos, foram discutidas as ideias da teoria dos Trés Mundos da
Matematica, proposta por David Tall. Na terceira, sdo descritos 0s percursos metodologicos
utilizados para construir o estado do conhecimento. A quinta se¢do traz a apresentacdo dos
resultados encontrados e sua analise critica. Na ultima, séo feitas as consideracoes finais sobre
0 estudo realizado.

2 OS TRES MUNDOS DA MATEMATICA

David Tall é Professor Emérito do pensamento matematico na Universidade de Warwick,
no Reino Unido, e se dedica ao estudo do sentido da Matematica e em como essa € ensinada e
aprendida. Sua preocupacdo se debruca sobre o fato de que, enquanto alguns estudantes veem
essa disciplina como algo incrivel e belo, muitos outros encontram nela apenas fonte de
problemas e ansiedade.
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Nesse contexto, Tall (2013), na obra How Humans Learn to Think Mathematically:
exploring the three worlds of mathematics, se propds a realizar um estudo sobre o
desenvolvimento do pensamento matematico através de uma jornada desde 0s conceitos iniciais
construidos por uma crianga até os limites da pesquisa em Matematica. Esse trabalho resultou
em uma teoria cognitiva denominada de Trés Mundos da Matematica que é voltada para o
ensino e aprendizagem dessa disciplina e que pode inclusive ser aplicada no estudo da sua
construcao historica.

No seu trabalho, o autor afirma que o desenvolvimento do pensamento matematico € mais
complexo do que simplesmente a adicdo de novas experiéncias a uma estrutura fixa de
conhecimentos. Constitui-se em uma reconstrucao continua de conexdes mentais que evoluem
para formar, com o tempo, estruturas de conhecimento cada vez mais sofisticadas.

O estudo da geometria, por exemplo, comega com a crianca brincando com objetos e
reconhecendo suas caracteristicas através dos sentidos e descrevendo-as através da sua lingua
materna. Com o tempo, essas caracteristicas se tornam defini¢des mais precisas até atingirem
um estagio em que possam ser traduzidas em uma teoria formal, como a geometria euclidiana.
Para aqueles que chegam a universidade, ha ainda a possibilidade de um estudo de diferentes
tipos de geometria, como a geometria diferencial, a topologia e a geometria ndo euclidiana.

O aprendizado da aritmética acontece de outro modo, enfatizando nédo as propriedades de
objetos fisicos, mas as acdes que podem ser realizadas sobre esses objetos, tais como: contar,
agrupar, ordenar, adicionar, subtrair, multiplicar e dividir. Essas a¢es acabam se tornando
operacdes matematicas e os simbolos sdo introduzidos para que essas acabem sendo feitas
rotineiramente, sem grande esforgo consciente. Posteriormente, elas podem deixar de ser vistas
apenas como operacdes para serem realizadas para se tornarem também concepc6es que podem
ser mentalmente manipuladas.

Ja a algebra emerge da generalizacdo das operaces estudadas em aritmética, com a
manipulacdo algébrica seguindo as regras construidas no estudo anterior. Fungdes algébricas
podem ser visualizadas através de graficos e posteriormente estruturas algébricas podem ser
formuladas em sistemas axiomaticos, como corpos, anéis e grupos.

Hé entdo trés formas distintas de conhecimento matematico. A primeira envolve o estudo
de objetos e suas propriedades, que levam a criacdo de conceitos mentais descritos em
linguagem materna. A segunda se desenvolve através do estudo da aritmética, levando a algebra
e culminando com formulacéo e resolugdo de problemas utilizando o simbolismo algébrico. A
terceira forma nasce através do estudo formal da matematica pura e é catalisada através do
estudo académico avangado nas universidades. Essas questdes levam a trés maneiras nas quais
0 pensamento matematico é desenvolvido, dando origem entéo a teoria dos Trés Mundos da
Matematica.
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Figura 1: Esquema para as trés formas de conhecimento em Matematica

Matematica Formal Axiomatica
baseada em definigdes formais de propriedades
L e deducgdes através de demonstracdes matematicas P
. N 4 -
Objetos Operacoes
e suas propriedades e suas propriedades
primeiramente observados e descritos, por exemplo, contar, dividir
depois definidos e utilizados em simbolizadas como
construgbes geométricas, conceitos de niumeros
verbalizados em provas euclidianas, generalizadas em algebra
e de outras formas envolvendo como expressoes algébricas utilizando
\_ graficos, diagramas, etc. . e operacgdes construidas na aritmética .

Fonte: Tall (2013).

O primeiro mundo, denominado de Conceitual Corporificado, é construido a partir das
percepcdes e acdes que acontecem no mundo real e se desenvolvem até a criacdo de imagens
mentais cada vez mais sofisticadas. Nesse contexto, concepcfes que ndo pertencem a esse
mundo real passam a ser mentalizadas como, por exemplo, uma linha perfeitamente reta.
(TALL, 2004).

O conceito de corporificacdo, de acordo com Lima (2007), refere-se a observacao,
descricdo, acdo e reflexdo sobre experiéncias que envolvem inicialmente objetos fisicos, mas
que evoluem até a construcdo de experiéncias mentais. Nesse caso, 0 individuo manipula o
objeto no seu pensamento, observando-o, descrevendo-o, agindo e refletindo sobre ele. Essas
experiéncias, por muitas vezes, também podem acabar por ser representadas, de alguma forma,
com a ajuda de softwares ou outros recursos disponiveis.

O Mundo Operacional Simbdlico envolve os simbolos utilizados em aritmética, algebra
e no Calculo, por exemplo. Comeca com ac6es que se desenvolvem até se tornarem processos
matematicos que podem ser trocados por conceitos para se pensar sobre. Enquanto alguns
estudantes permanecem no nivel dos processos, outros vdo além e veem os simbolos como
operacOes a serem realizadas e também como objetos a serem operados através do célculo e da
manipulacdo algébrica.

Lima (2007) afirma que esse mundo € composto por simbolos que representam agdes e
percepcOes que estdo presentes no mundo corporificado. No estudo do conceito de integral, por
exemplo, utiliza-se o simbolo [ f(x)dx que envolve a percepcdo de que a fungéo em questéo
deve ser integrada em relacdo a variavel x e a acdo de integrar, utilizando regras de integragéo,

b . . o e ~ ..
como J'cosx dx = sen b — sen a, ou ainda a integragéo por substituicéo, fragGes parciais ou
partes.

O terceiro mundo é o Formal Axiomatico, no qual se constrdi o conhecimento a partir de
axiomas que geram teoremas, corolarios, etc., cujas propriedades sdo deduzidas por
demonstra¢fes matematicas rigidas. Nesse mundo néo sdo utilizados apenas objetos sensoriais
como base, mas experiéncias mentais que culminam com axiomas cuidadosamente formulados
para definir estruturas, como um espago vetorial, por exemplo, em termos de propriedades
especificas. (TALL, 2004).

Na realidade desse mundo, segundo Tall (2013), as demonstrac6es envolvem defini¢des
formais e deducdes como consequéncias de propriedades estabelecidas. Apesar de 0s teoremas
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formulados poderem se originar de experiéncias corporificadas e simbolicas, as provas devem
seguir sua deducgdo unicamente a partir defini¢cdes formais, sem a utilizacdo implicita de
qualquer outra ideia que ndo pertenca ao mundo Formal Axiomatico.

E importante destacar que, apesar de apresentarem caracteristicas individuais, podem
existir intersec¢des entre os mundos, sendo que o estudante pode utilizar caracteristicas de cada
um deles no seu desenvolvimento cognitivo. Lima (2007) afirma que h&a uma hierarquia entre
0s Mundos, uma vez que o Mundo Formal normalmente ndo é discutido antes do Ensino
Superior, sendo tratado, portanto, apenas ap6s os mundos Corporificado e Simbdlico. Ao
compreender 0 mundo formal, entretanto, e ndo apenas algumas de suas caracteristicas, €
possivel que o individuo faca uso de aspectos corporificados, bem como de manipulacdo
simbolica, para encaminhar as suas demonstracoes.

Figura 2: Interacdo entre os Trés Mundos da Matematica

Matematica Formal

Formal Axiomatico Axiomatica
Defini¢des e provas matematicas formais Objetos formais baseados
em definigdes formais
FORMAL Formal Combinacio Formal Simbélico Mistenikfics Tebifos
£ oeporiicido Formal entre Eroyas stnboligas Defini¢oes baseadas em
Defini¢des e Simbolismo utll:izand? asr'tf‘egras objetos ¢ operagdes
provas € Sl conhecidos
euclidianas Corporificacio Algebra

Corporificado  Aritmética generalizada Matematica Pratica
Simbélico

Aritmética Experiéncias com
Espago e Forma Agdes sobre espaco ¢ forma e
objetos Namero em aritmética
-— Jp—
——
-— e SIMBOLICO
-~
CORPORIFICADO

Fonte: Tall (2013).

Conforme afirmam Tall e Mejia- Ramos (2004), cada mundo tem uma forma diferente de
garantir suas verdades?. No Mundo Conceitual Corporificado, a verdade é fundamentada,
primeiramente, na intuicdo humana para depois, em um nivel mais sofisticado, se basear em
experimentos mentais. Ou seja, algo é verdadeiro, se parece ser ou, de acordo com Tall (2003),
se as experiéncias realizadas acabam ocorrendo da forma como se prevé.

No Mundo Operacional Simbélico, uma formula € verdadeira, pois pode ser demonstrada
por uma sequéncia de manipulagdes algébricas. No contexto do Célculo, Tall (2003) afirma,
por exemplo, que um grafico tem uma certa taxa de variagdo instantanea (derivada) ou uma
area (integral), pois isso pode ser calculado.

Ja, no Mundo Formal Axiomatico, um teorema é verdadeiro, se pode ser provado a partir
de axiomas e defini¢es. Assim, uma funcdo tem uma derivada ou integral, porque isso pode
ser demonstrado.

2 warrants of truth
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2.1 JA-ESTABELECIDOS?, JA-ENCONTRADOS* E A-ENCONTRAR®

As ideias de ja-estabelecidos e ja-encontrados sdo empregadas por Tall (2013) para
auxiliarem na compreensao da construcdo do pensamento matematico. Os ja-estabelecidos sdo
estruturas mentais que caracterizam o ser humano, que nascem com todos os individuos e levam
algum tempo para se desenvolverem, a medida que o cérebro cria conexdes na idade tenra. Os
ja-encontrados, por sua vez, sdo estruturas mentais resultantes de experiéncias prévias. Esses
dependem em parte da natureza da matematica, o que leva a ja-encontrados similares entre
individuos, e em parte do desenvolvimento cognitivo pessoal, o que leva a diferencas
consideraveis de pessoa para pessoa.

Segundo Tall (2013), o pensamento matematico é construido a partir de trés ja-
estabelecidos: reconhecimento, repeticéo e linguagem.

Reconhecimento de padr@es, similaridades e diferencas é uma caracteristica evolutiva
compartilhada com outras espécies. E resultado da aplicagdo de uma combinagdo de sentidos
que todos possuem como olfato, visdo, tato, paladar, audicdo e no¢do espacial.

Repeticdo de acbes também é um ja-estabelecido dividido com outras espécies. E
caracterizado pela repeticdo de uma sequéncia de acBes até que essa possa ser realizada
automaticamente, sem a consciéncia dos detalhes.

A linguagem, por sua vez, € um atributo que distingue o ser humano das outras espécies,
pois, segundo Tall (2013), a comunicacdo através da fala e da escrita, no nivel utilizado pela
humanidade, € exclusiva. Nesse contexto, Harari (2015) afirma que a caracteristica
verdadeiramente Unica da linguagem humana é a capacidade de transmitir informacdes sobre
coisas que nao existem, pois, até onde se sabe, apenas 0s sapiens podem falar sobre tipos e mais
tipos de entidades que nunca viram, tocaram ou cheiraram.

Essa capacidade traz a possibilidade de desenvolver graus cada vez mais sofisticados de
pensamento em uma sociedade contemporanea e também através das geracGes, por meio da
transmissdo de ideias e conceitos construidos. Com relagéo ao desenvolvimento do pensamento
matematico, a linguagem, combinada com a capacidade de reconhecimento e repeticdo, é
fundamental, pois possibilita a categorizacdo e comunicacdo de ideias matematicas como
variavel, funcdo, derivada e integral.

Essa combinacdo de ja-estabelecidos leva o ser humano além dos limites de sua propria
existéncia. Praticando uma sequéncia de operacbes até que possam ser repetidas
automaticamente, é criado o potencial de, por exemplo, contar nimeros atribuidos a conjuntos
de objetos. Comegando com o nimero um, pode-se seguir sempre contando o0 nimero seguinte,
chegando em 2, 3, 4 e assim sucessivamente até que se sinta que, ndo importa até que niamero
a contagem foi feita, sempre havera um novo ndmero a seguir. Em algum momento, essa
repeticdo pode levar a conjectura sobre o conceito de infinito, por exemplo.

Se, junto a capacidade de repeticédo, for adicionada a capacidade de categorizar conceitos
através da linguagem, entdo esses numeros contaveis, potencialmente infinitos, podem ser
categorizados, recebendo um nome ou até mesmo um simbolo, como N. A partir de entéo,
torna-se mais facil pensar sobre esse conjunto e, embora a mente humana ndo possa contar
todos 0s numeros naturais, ela pode pensar sobre esse conjunto numérico como um todo.

3 set-before
4 met-before
5> met-after
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Segundo Tall (2013), cada individuo trilha seu préprio caminho nos Trés Mundos da
Matemaética, considerando que o desenvolvimento cognitivo é individual e fundamentado em
experiéncias anteriores, escolares ou ndo, que podem ajudar ou atrapalhar na construcdo de um
novo conhecimento. Essas experiéncias sdo denominadas pelo autor de ja-encontrados. Esse
termo é utilizado para descrever como novas situacdes sao interpretadas, a partir de experiéncias
prévias, mas ndo se refere exclusivamente a experiéncia em si e sim ao traco deixado por ela e
que pode afetar o pensamento. De acordo com Lima (2007), um ja-encontrado é definido como
“um constructo mental que um individuo usa em um dado momento, baseado em experiéncias
que encontrou anteriormente”. (p. 86).

De acordo com Tall, Lima e Healy (2014), a influéncia de um ja-encontrado é positiva
guando esse opera em um novo contexto de tal forma que permite que métodos ja vistos sejam
utilizados de forma prazerosa na construcdo de generalizacdes de técnicas anteriormente
estabelecidas. Por outro lado, a influéncia é considerada negativa quando esse impede a
generalizacdo e é causa de confusdo. Nesse sentido, um estudante confiante pode sentir-se
frustrado por tal obstaculo e, entdo, utilizar essa frustracdo como incentivo para trabalhar para
encontrar alternativas cognitivas capazes resolver essa questdo. De outra forma, um individuo
gue ndo tenha tal confianca pode sentir-se alienado, sofrendo com uma ansiedade cada vez
maior, & medida que interage com novos contextos que trazem, sucessivamente, aspectos
problematicos. Nesse cenario, esse sofrimento pode fazer com que cresca sua vontade de evitar
esse desconforto simplesmente aprendendo o que fazer, para, a0 menos, ter o prazer de ser
aprovado nos testes aos quais for submetido.

De acordo com Tall (2013), os curriculos focam-se, entretanto, principalmente em ja-
encontrados positivos, que sdo vistos como a base para o desenvolvimento futuro. O autor
destaca, no entanto, que é importante perceber que muitos aspectos problematicos surgem
guando os estudantes se deparam com novas situacoes. Nesse sentido, Pais (2002) afirma que,
ao iniciar o contato com um conceito inovador, uma revolucdo interna pode se iniciar,
rompendo lagos com o saber estabelecido e levando o sujeito a passar do seu mundo particular
a um quadro mais vasto de ideias.

Tall (2013) ressalta que essas mudangas que vao ocorrendo, a medida que a evolugao do
pensamento matematico se desenvolve, tém consequéncias relevantes para os estudantes
universitarios que concluem a graduacdo em Licenciatura em Matematica, por exemplo, e estdo
se preparando para ingressar nas Escolas. Nesse sentido, é evidente que apenas saber
Matematica avancada ndo prepara completamente um futuro professor para entender como 0s
seus alunos aprendem.

Estudantes que estdo se graduando em Matematica e, portanto, viajaram um caminho
matematico extenso, provavelmente tém percepcGes pessoais sobre a Matematica. Esses,
conforme Tall (2013), necessitam de reflexdes para permitir que estejam aptos a perceber as
verdadeiras necessidades dos alunos com os quais iréo se deparar na Escola.

A experiéncia desses graduandos desenvolve neles novas visdes da Matematica, que
podem interferir em seus aprendizados anteriores. Essas sdo definidas por Lima e Tall (2008)
pelo termo a-encontrar que, segundo o0s autores, denota uma experiéncia encontrada
posteriormente que pode afetar a memaria de conhecimentos prévios.
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3 PERSPECTIVAS METODOLOGICAS DO ESTADO DO CONHECIMENTO

De acordo com Morosini (2015), a sistematizacdo e a analise do que foi produzido no
campo disciplinar do pesquisador, em especial no seu pais, sdo essenciais para fundamentar o
que sera produzido numa tese qualificada, uma vez que, segundo Quivy e Campenhoudt (2005),
todo trabalho investigativo se inscreve em um continuum e pode ser situado em correntes que
0 antecedem e o influenciam. Nesse sentido, os autores afirmam que é natural que um
investigador tome conhecimento de trabalhados precedentes que se concentram em objetos
comparaveis, explicando o que aproxima e o que distingue seu trabalho dos anteriores.

Nesse contexto, Lovitts (2007) afirma que os trés principais propdsitos de uma tese sao:
demonstracdo de habilidades de pesquisa pelo estudante, desenvolvimento dessas habilidades
e a realizagdo de uma contribuicdo ao conhecimento de uma determinada area. Para a
caracterizacdo de contribuicdo ao conhecimento da area, surge a importancia da realizacdo de
um estudo do tipo estado do conhecimento, que, conforme afirma Morosini (2015, p. 102), trata
“da identificagdo, registro e categorizacdo que levam a reflexdo sobre a producdo cientifica de
uma determinada area, em um determinado espago de tempo [...]”.

Nesse sentido, Morosini e Nascimento (2017) afirmam que a primeira etapa de construcao
de uma pesquisa denominada estado do conhecimento é constituida pela selecdo do corpus de
analise, que se caracteriza pela busca de trabalhos cientificos que se enquadrem no tema
proposto. Essa busca pode ocorrer no banco de teses da Coordenacdo de Aperfeicoamento de
Pessoal de Nivel Superior (Capes), em repositorios dos bancos de teses e dissertacdes de
Universidades e em periddicos na area de Educacdo. A busca também pode ser complementada
na Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertacdes (IBICT).

Para sistematizar a busca por trabalhos mais relevantes que tratam sobre os conceitos do
Calculo sob a ética dos Trés Mundos da Matematica, inicialmente foi escolhida a base onde os
dados foram buscados. A opcdo recaiu sobre Catalogo de Teses e Dissertaces da Capes. Na
sequéncia, conforme sugere Morosini (2015), foram definidos os descritores, ou seja, palavras-
chave que designam o tema e que foram utilizadas para nortear as buscas realizadas.

A busca pelos trabalhos aconteceu em setembro de 2018, utilizando como descritores as
expressoes “Calculo” e “Trés Mundos da Matematica”. Nessa pesquisa foram encontrados oito
resultados, sendo trés dissertagdes de mestrado académico, uma dissertacdo de mestrado
profissionalizante e quatro teses de doutorado. A dissertacdo de mestrado profissionalizante ndo
estava disponivel no catadlogo da Capes, portanto foi buscada diretamente no repositério da sua
instituicdo académica de origem. Dos oito resultados encontrados, dois ndo atendiam & busca:
0 primeiro, pois trata sobre os Trés Mundos da Matematica no contexto da equivaléncia de
nameros racionais, na representacao fracionéria, conteido normalmente trabalhado no Ensino
Fundamental; e o segundo, pois se refere a um estado da arte das pesquisas académicas sobre
modelagem matematica e foi indicado como resultado da busca por ter seu resumo trocado, ou
seja, 0 resumo cadastrado para esse trabalho é o de uma outra pesquisa, também retornada na
busca.

Para complementar a pesquisa por trabalhos, também foi realizada busca na Biblioteca
Digital Brasileira de Teses e Disserta¢cdes. Essa retornou apenas trés resultados, sendo que todos
ja haviam sido contemplados anteriormente.

Com o corpus de analise constituido, foi realizada a leitura flutuante dos textos
selecionados, conforme sugere Morosini (2015). Essa leitura, segundo Morosini e Nascimento
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(2017), visa a permitir que os trabalhos sejam organizados em trés etapas: bibliografia anotada;
bibliografia sistematizada; e bibliografia categorizada.

Inicialmente, foram lidas as paginas iniciais de cada pesquisa selecionada. Esse trabalho
permitiu a construcdo do que as autoras denominam de bibliografia anotada, que consiste no
tabelamento das producgdes escolhidas de acordo com as suas referéncias bibliograficas
completas e 0s seus respectivos resumos.

A Dbibliografia sistematizada, que é a relacdo dos trabalhos selecionados a partir de
aspectos considerados relevantes, foi realizada tendo como base uma leitura mais detalhada dos
textos. Morosini e Nascimento (2017) citam os itens que consideram que devem ser utilizados
para a sistematizacdo, entretanto, salientam que esses podem ser alterados de acordo com o
objetivo da pesquisa em andamento. Para efetuar o registro das produgdes encontradas, foi
criada, entdo, uma ficha na qual foram destacados os seguintes dados: autor, titulo, data,
orientador, objetivos, metodologia, conceitos do célculo abordados e resultados.

A etapa seguinte € denominada de bibliografia categorizada e constitui-se em uma
reorganizacdo da bibliografia sistematizada segundo blocos tematicos de pesquisas com focos
convergentes. Essa construcdo, que exige “compreensdo das leituras e impregnagao
aprofundada na analise” (MOROSINI; NASCIMENTO, 2017) tem como base os
conhecimentos prévios do pesquisador, ou seja, diferentes sentidos surgem de acordo com quem
estuda o material da pesquisa.

Nesse contexto, os trabalhos analisados foram codificados pelas siglas MA, para
dissertacdes de mestrados académicos, MP, para dissertacdes de mestrados profissionais, e D,
para teses de doutorado, seguidas por numeros escolhidos de acordo com a ordem em que foram
acessados, conforme a tabela a seguir. Esses codigos irdo acompanhar e identificar as producdes
no decorrer da analise.

Quadro 1: Codificacdo dos trabalhos analisados

Cddigo Titulo Autor

MA1 Uma Proposta de Ensino para o Conceito de | Douglas Paes Macao
Derivada

D1 Aprendizagem da Derivada: uma perspectiva | Jayme do Carmo Macedo
de analise pelos fluxos de pensamento Leme

MA2 O Conceito de Limite na Formacao Inicial de | Gabriel de Oliveira Soares

Professores de Matematica: um estudo a luz
dos Trés Mundos da Matematica

D2 Material para o Ensino de Calculo Diferencial | Marcio Vieira de Almeida
e Integral: referéncias de Tall, Gueudet e
Trouche

MP1 Convergéncia de Sequéncias e Séries | Daila Silva Seabra de

Numeéricas no Calculo: um trabalho visando a | Moura Fonseca
corporificacdo de conceitos

D3 Aspectos  Cognitivos e Conceituais | Rodrigo Rodrigues Dias
Mobilizados na Resolucdo de Problemas de
Otimizag&o por Estudantes de Engenharia

Fonte: Os autores (2019).
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Todas as pesquisas estudadas se debrucam sobre o ensino e aprendizagem do Calculo,
tendo como fundamentacdo tedrica (em alguns casos em conjunto com outras) a teoria dos Trés
Mundos da Matematica, proposta por Tall (2004; 2013). Entretanto, esse quadro teorico foi
utilizado de diferentes formas para abordar diferentes conceitos dessa disciplina em diferentes
contextos. Utilizando essa distingdo como critério, foram criadas categorias nas quais 0s
trabalhos foram agrupados.

Quadro 2: Categorizacao dos trabalhos analisados

Categoria Cddigo | Ano Curso Foco da Pesquisa
a. Limites MA2 2018 | Licenciatura em Matematica
b. Derivadas MA1 2014 | Engenharias
D1 2016 | Engenharias
D3 2017 | Engenharias
c. Sequéncias e Séries Numéricas MP1 2012 | Engenharias
d. Continuidade, Diferenciabilidade, | D2 2017 | N&o informado
Integral, Equacdo Diferencial e
Limite de Sequéncias Numéricas

Fonte: Os autores (2019).

A partir dessa categorizacdo, foi possivel estudar os trabalhos que constituem o corpus
de andlise desse estado do conhecimento para buscar responder a seguinte questdo: de que
forma as pesquisas brasileiras, oriundas de programas de pds-graduacdo stricto sensu, tém
utilizado a teoria dos Trés Mundos da Matematica, proposta por David Tall, para contribuir
para 0 processo de ensino e aprendizagem de conceitos do Calculo?

4 APRESENTACAO E ANALISE DOS RESULTADOS

Inicialmente, percebeu-se que as pesquisas se concentram no ensino e aprendizagem de
disciplinas do Calculo com foco em cursos de engenharia. Nesse sentido, constatou-se que cerca
de 67% dos trabalhos selecionados se destinou a esses cursos, enquanto apenas um deles teve
como cerne o Curso de Licenciatura em Matematica.

Essa questdo reflete diretamente o contexto profissional dos pesquisadores envolvidos
nessas investigacdes, uma vez que os estudos tiveram como objetivo contribuir para a pratica
docente nos cursos com os quais trabalhavam enquanto construiam suas investigagdes. A Gnica
pesquisa que ndo esta claramente vinculada ao ensino e aprendizagem voltado para um curso
especifico é a de Almeida (2017), pois, segundo o autor, essa foi realizada para aprofundar os
conhecimentos construidos durante o seu mestrado, que se iniciou quando ainda ndo tinha
experiéncia significativa na docéncia.

A pesquisa que se concentrou no Curso de Licenciatura em Matematica foi realizada
por Soares (2018) e teve como cerne a construgdo do conceito de limite por estudantes de dois
cursos de formagéo de professores de Matematica. O trabalho teve como objetivos: verificar
quais caracteristicas dos Trés Mundos da Matematica estdo presentes na introducéo do conceito
de limite em livros didaticos; investigar como ocorre o trabalho de professores de Célculo de
dois cursos de Licenciatura em Matematica, utilizando os livros didaticos citados; analisar
como os alunos desses cursos expressam a compreensdo do conceito de limite, no contexto dos
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Trés Mundos da Matematica; e relacionar o quadro tedrico com as estratégias de resolucao
utilizadas pelos estudantes em questfes sobre limites.

Nos resultados da sua investigacdo, Soares (2018) apontou que a maior parte dos livros
didaticos estudados prioriza caracteristicas dos mundos Conceitual Corporificado e
Operacional Simbdlico na abordagem do conceito de limite. J& os exercicios trazidos nesses
materiais, em grande parte, sdo resolvidos mecanicamente, atraves de algoritmos algébricos.

Com relacdo ao trabalho docente, o autor salienta que, nos dois cursos, ha uma
preocupacdo de que haja uma articulacdo entre os conceitos trabalhados no Célculo e aqueles
vistos no Ensino Basico. Para tanto, ocorre uma variacao entre utilizacao dos livros e diferentes
materiais, com vistas a construgdo do conhecimento dos futuros professores.

No que diz respeito a compreensdo dos alunos dos cursos de Licenciatura em Matematica
sobre o conceito de limite, Soares (2018) afirma que em apenas uma questao proposta obteve-
se resposta de todos. Esse fato ocorreu justamente na situacdo em que se solicitava apenas o
calculo de um limite, o que pbde ser feito por meio manipulacdes algébricas elementares. O
pesquisador ressalta também que, em nenhum momento, foram evidenciadas caracteristicas do
Mundo Formal Axiomatico na interacdo com os estudantes.

Outra caracteristica importante que diferencia entre si 0s trabalhos constituintes desse
corpus de analise é o conceito principal do Célculo abordado na pesquisa. Nesse contexto, um
estudo se concentrou no conceito de limite (SOARES, 2018), trés focaram no conceito de
derivada (MACAO, 2014; LEME, 2016; DIAS, 2017), um em sequéncias e séries numéricas
(FONSECA, 2012) e um nos conceitos de Continuidade, Diferenciabilidade, Integral, Equacédo
Diferencial e Limite de Sequéncias Numéricas (ALMEIDA, 2017).

O dnico trabalho que abordou o conceito de integral, foco da futura tese do primeiro autor,
foi o apresentado por Almeida (2017). O pesquisador teve como objetivo elaborar material
didatico para o ensino de diversos conceitos vinculados ao Calculo, buscando promover a
integracdo entre teoria e pratica. Para tanto, apoiou-se na ideia de Génese Documental,
elaborada por Gueudet e Trouche (2009) e nos constructos teodricos de Tall (1986; 1993; 1994;
2004; 2013) sobre a utilizacdo do computador no ensino e aprendizagem de Matematica, 0s
Organizadores Genéricos e Raizes Cognitivas e os Trés Mundos da Matematica.

Na sua tese, Almeida (2017) afirma que é necessario que um material de ensino tenha
respaldo em uma estratégia didatico-pedagdgica e que esse talvez ndo atinja seus objetivos de
maneira autbnoma, fazendo-se necessaria, portanto, a participacdo do professor como agente
organizador da atividade. De acordo com o0 autor, essas crengas sao corroboradas pelo quadro
tedrico apresentado, pois a Teoria de Génese Documental traz indica¢es de cunho didatico,
visando a organizagdo do material, e as ideias de Tall, de carater cognitivista, séo utilizadas
para nortear o desenvolvimento das atividades.

Sé&o elaboradas pelo autor, entéo, atividades para o ensino e aprendizagem dos conceitos
de Continuidade, Diferenciabilidade, Integral, Equacdo Diferencial e Limite de Sequéncias
Numéricas, considerando trés componentes: matematica, didatica e material. Para a
componente material foram utilizados applets® ou ferramentas construidas no software
GeoGebra.

Ap0s apresentar e detalhar as atividades propostas, nas suas consideracbes sobre o
trabalho realizado, Almeida (2017) ressalta que uma forma de viabilizar a pretendida integragédo
entre teoria e pratica é concebida pela aproximacao entre professores e pesquisadores. Segundo

6 Pequenos softwares que executam atividades especificas no contexto de um software mais abrangente.
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0 autor, tentou-se realizar essa tarefa por meio da construcdo de materiais de ensino, baseada
em constructos tedricos, e destacando a necessidade da utilizacdo das novas tecnologias,
considerando o desenvolvimento cognitivo dos alunos.

Nesse contexto, o trabalho é concluido ratificando a validade de se incorporar conceitos
teodricos, de natureza cognitiva, no desenvolvimento de materiais para o ensino de Calculo.
Segundo Almeida (2017), é dessa forma que essas teorias podem ser incorporadas no repertorio
de recursos de um professor e compor um dos elementos da sua pratica docente.

O conceito do Calculo mais abordado nas pesquisas foi o de derivada, que esteve
presente em 50% dos trabalhos analisados. A dissertacdo de Macao (2014) e a tese de Leme
(2016) se concentram em aspectos que podem contribuir para a construcdo, por parte dos
alunos, desse conceito. Ja Dias (2017) trata da ideia de derivada no contexto da resolucdo de
problemas de otimizagéo.

Macao (2014), em seu trabalho de cunho teorico, tem por objetivo apresentar
abordagens para o conceito de derivada, através da elaboracdo de atividades menos dependentes
do professor, promovendo mais autonomia nos estudantes. Para tanto, escolhe trés das sete
abordagens propostas por Thurston (1994), a saber: geométrica, taxa e aproximacao. A partir
dessa teoria e das ideias dos Trés Mundos da Matematica, o autor propde trés abordagens
iniciais para o conceito de derivada buscando inserir 0 sujeito na constru¢cdo do seu
conhecimento e proporcionar a sua interacdo com caracteristicas formais, simbolicas e
corporificadas nesse processo.

Leme (2016), na sua investigacao, também tedrica, busca identificar e compreender 0s
diferentes fluxos de pensamento envolvidos na aprendizagem do conceito de derivada, tendo
por base a teoria dos Trés Mundos da Matematica. Segundo o autor, sua finalidade € identificar
meios que potencializem a compreensdo desse conceito matematico.

Baseando-se nas ideias de Tall (2004; 2013), Leme (2016) propde nove fluxos de
pensamento, que foram exemplificados utilizando o conceito de extremos locais. Segundo o
autor, as atividades elaboradas ativam diferentes caracteristicas referentes a aprendizagem de
objetos matematicos, destacando elementos dos diferentes mundos e os possiveis fluxos de
pensamento que podem ocorrer entre eles.

Na sua tese, Dias (2017) trabalha com o conceito de derivada, buscando apontar quais
aspectos cognitivos e conceituais sdo mobilizados por estudantes de engenharia na resolucao
de problemas de otimizacdo. Nesse sentido, a pesquisa foi dividida em cinco etapas:
levantamento bibliografico; entrevistas; elaboragdo e implementacdo de atividades; analise
parcial; e anélise final. A investigacdo foi baseada nas teorias dos Registros de Representacdo
Semidtica, de Duval (2009; 2011), do Pensamento Matematico Avangado, de Tall (1991) e
Dreyfus (1991), e dos Trés Mundos da Matematica, de Tall (2004; 2013). A partir da analise
do resultado do seu estudo, Dias (2017) destaca a relevancia da construcdo de atividades que
instiguem o espirito investigativo dos estudantes, as vantagens da utilizacdo de recursos
computacionais e a importancia da utilizacdo de recursos manipulativos, como agentes
catalisadores dos processos de visualizagdo, modelagem e generalizagéo.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O levantamento realizado nesse estado do conhecimento mostra que ainda ndo ha uma
grande quantidade de pesquisas stricto sensu relacionando o Calculo com a teoria dos Trés
Mundos da Matematica, proposta por David Tall. Também pode-se constatar que as
investigacOes existentes sdo recentes, comecando no ano de 2012. Entretanto, dada a
visibilidade do aporte teorico, caracterizada principalmente pela publicagdo do livro How
Humans Learn to Think Mathematically: exploring the three worlds of mathematics, em 2013,
a gquantidade desse tipo de trabalho vem crescendo nos ultimos anos e pode se constituir em
uma rica fonte de consulta para praticas pedagogicas de professores e para revisao de literatura
para pesquisadores de Programas de Pds-Graduacdo em Educacdo em Ciéncias e Matematica.

Um dos principais pontos levantados nessa investigacdo € a forma como essa teoria vem
sendo utilizada pelos pesquisadores. A maior parte dos trabalhos analisados se concentra na
elaboracdo de propostas de ensino para os conceitos de Célculo, a partir da teoria dos Trés
Mundos da Matematica, destacando, em alguns casos, a relevancia das tecnologias digitais da
informacdo e comunicagao para o sucesso dessas abordagens.

Nesse contexto, a construcdo desse estado do conhecimento, tendo como cerne a
utilizacdo da teoria dos Trés Mundos da Matemética no desenvolvimento do ensino e
aprendizagem de conceitos do Calculo, possibilitou uma imersdo no tema e o surgimento de
novas ideias a partir da analise dos trabalhos selecionados para compor o corpus de anélise.
Para tanto, as pesquisas foram estudadas conforme os contetudos abordados e também de acordo
com o curso no qual centraram seus esforgos.

Notou-se, entdo, que ha apenas uma pesquisa envolvendo a formacéo de professores de
Matemaética e essa aborda exclusivamente o conceito de Limite. Da mesma forma, foi possivel
observar que ha apenas um estudo tratando do conceito de Integral, em uma tese que também
estuda os conceitos de Continuidade, Diferenciabilidade, Equacdo Diferencial e Limite de
Sequéncias Numeéricas.

Nesse sentido, a auséncia de trabalhos stricto sensu, no corpus de andlise sugerido,
abordando o conceito de Integral, no contexto de Cursos de Licenciatura em Matematica, sob
a Gtica da teoria dos Trés Mundos da Matematica, aponta uma direcdo e um sentido que ainda
podem explorados na tese que esta sendo construida pelo primeiro autor desse artigo, sob
orientacdo do segundo autor, caracterizando o ineditismo requerido em um trabalho em nivel
de doutorado.
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